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AVANT- PROPOS. 



Depuis répoque où a paru la première édition du Tome I 
de cet Ouvrage, des modifications importantes ont été appor- 
tées dans l'enseignement de la Mécanique; les programmes 
ont été changés et étendus, et de nouvelles et intéressantes 
questions ont surgi. Il est vrai que, sur ces entrefaites, nous 
avons comblé une partie des lacunes qui s'étaient produites 
en publiant notre Tome VII, qui continuera à être un com- 
plément de rédition actuelle , danslaquelleon_j;etTailYfîi:a 
q uelques traces de la première . Il nous paraîtrait superflu 
de faire une analyse complète des matières contenues dans 
ce Volume ; nous croyons devoir nous borner à en signaler 
quelques points principaux. 

Dans la Cinématique, qui continue à former la première 
Partie, nous avons exposé uniquement les questions qui sont 
utiles en Mécanique ; le lecteur qui s'intéresse aux applica- 
tions à la Géométrie pourra consulter l'Appendice du 
Tome VII. Nous ferons remarquer qu'une formulejiuuven à 
laquelle nous sommes parvenu il y a peu de temps, basée 
sur les matières de notre Exposition de la théorie des sur- 
faces, nous a permis de donner à la théorie du roulement 
des surfaces une forme plus élégante que dans le Volume 
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précité. Nous avons cru devoir faire suivre la théorie géomé- 
trique des mouvements relatifs d'une démonstration analy- 
tique du théorème de Coriolis. 

Nous arrivons maintenant à la seconde Partie, qui con- 
stitue la Mécanique proprement dite. 

Nous avons donné de Textension aux applications de la 
méthode de la variation des constantes arbitraires au mou- 
vement plan d'un point. 

Nous avons renvoyé au Tome VII : i° pour la solution de 
quelques problèmes relatifs au mouvement d'un point ma- 
tériel sur une ligne fixe; 2° la théorie des tautochrones; 3*> la 
théorie des brachistochrones basée sur le calcul des varia- 
tions. 

Quant aux brachistochrones, nous nous sommes borné à 
exposer des considérations géométriques analogues à celles 
sur lesquelles se sont appuyés Jean Bernoulli et Euler, mais 
en nous plaçant à un point de vue général au lieu de nous 
restreindre au cas de la pesanteur. 

La question du mouvement d'un point matériel sur une 
surface fixe a été élucidée en nous basant sur notre Exposition 
de la théorie des surfaces, à laquelle nous renvoyons pour la 
mise en équations des lignes géodésiques en coordonnées rec- 
tilignes. Nous renvoyons également au Tome VII pour l'éta- 
blissement des théorèmes de Joachim Stahl et de Gudermann 
relatifs aux lignes géodésiques des ellipsoïdes, où l'on ne fait 
qu'un appel minime à la Mécanique ; nous renvoyons aussi 
au même Volume pour la mise en équations en coordonnées 
cylindriques, et les applications qui en résultent du mouve- 
ment d'un point matériel sur une surface. 



AYANT-PROPOS. VII 

Après quelques préliminaires, nous avons débuté en Sta- 
tique par rétude des systèmes à liaisons. Les équations de 
l'équilibre d'un solide libre ont été déduites du principe du 
travail virtuel; la question des forces équivalentes a été 
traitée par le calcul, ce qui est bien plus simple que la mé- 
thode géométrique, d'ailleurs implicitement comprise dans 
le programme de renseignement secondaire. 

Nous ne sommes pas revenu sur Tattraction d'un ellipsoïde 
homogène sur un point matériel, parce que nous avons traité 
cette question au point de vue de Chasles dans notre Traité 
élémentaire de Mécanique céleste j et au point de vue de 
Gauss, au Tome VII. 

A propos de l'article consacré aux systèmes articulés, nous 
mentionnerons une étude complète des balances de Roberval 
et de Sanctorius. 

Nous n'avons appliqué les équations du mouvement d'un fil 
qu'aux petits mouvements d'une chaînette. 

En arrivant au mouvement d'un système matériel, nous 
avons établi directement les équations de Lagrange, sans 
passer par un théorème intermédiaire d'Hamilton, comme 
nous l'avons fait au Tome VII, auquel nous avons renvoyé, 
d'ailleurs, pour les applications autres que celle du pendule 
conique. Nous n'avons pas cru devoir exposer le principe d e 
l a moindre actio n, r éduit actuellement à l'é tat d e curios ité 
mathématiq ue, et qui, d'ailleurs, a été établi au Tome VII; 
toutefois nous avons pensé qu'il serait bon de donner le théo- 
rème de Gauss, quoiqu'il n'offre pas d'autre intérêt que le 
principe ci-dessus, mais parce qu'il n'a été mentionné dans 
aucun de nos Ouvrages. 

Dans le Volume précité nous avons exposé, avec quelques 
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simplifications, la méthode employée par Bour en vue d'é- 
tendre les équations de Lagrange au mouvement relatif; ici 
nous lui avons substitué celle de Ph. Gilbert. Les équa- 
tions de Bour sont peu utiles, et nous nous sommes borné,, 
comme application, à en tirer le théorème de Coriolis. 

Arrivons maintenant au mouvement d*un solide autour 
d'un point fixe ; nous renvoyons au Tome VII pour les déve- 
loppements relatifs à Therpolbodie qui n*ont qu'un caractère 
purement spéculatif, mais nous avons donné quelques expli- 
cations sur l'ingénieux appareil de MM. Darboux et Kœnigs, 
qu'ils ont appelé herpolhodographe. 

Nous avons établi la condition qui doit être remplie pour 
que l'équilibre de l'axe de la toupie gyroscopique soit stable. 

Comme exemple du mouvement d'un corps libre, nous nous 
sommes borné à établir les équations fondamentales du 
mouvement de la Terre autour de son centre de gravité. 

Dans le dernier Chapitre, qui est consacré au mouvement 
relatif d'un solide, nous avons cru devoir, pour simplifier les 
calculs ultérieurs : i« opérer la réduction des forces centri- 
fuges d'un solide de révolution tournant autour d'un axe fixe, 
lorsque son axe de révolution rencontre l'axe de rotation; 
2° réduire les forces centrifuges du solide ci-dessus, lors- 
qu'il est, de plus, animé d'une rotation autour de son axe de 
figure; la démonstration nouvelle du théorème auquel donne 
lieu cette réduction est beaucoup plus simple que la démon- 
stration géométrique qui nous avait servi à l'établir (i85i). 

Le problème du gyroscope terrestre de Foucault ^ reçu 
deux solutions : la première, basée sur les principes des mou- 
vements absolus et relatifs; la seconde, qui est presque im- 
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médiate, sur la réduclion des forces centrifuges composées. 
Pour terminer, nous avons donné une théorie nouvelle du 
pendule gyroscopique de M. Sire. 

Nous croyons avoir donné une lliéorie -complète et aussi 
simple que possible du choc de deux corps, quelle qu'en soit 
la nature. 

Nous avons hésité à exposer les principes de V Asiatique 
dont on s'est beaucoup occupé depuis quelques années, 
branche secondaire de la Statique des solides, et dont le ca- 
ractère est purement géométrique. C'est pourquoi nous nous 
sommes borné à en faire mention dans un Ap[)endice. 
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CHAPITRE PREMIER. 

DE LA VITESSE D'UN POINT. 



1. Un système invariable est un ensemble de points dont 
les dislances mutuelles restent constantes. Tout point étranger 
au système, dont les distances aux points de ce système 
restent constantes, peut être considéré comme faisant partie 
du système. On peut donc concevoir que le système est con- 
tinu et s'étend indéfiniment en tous sens, ou constitue ce 
qu'on peut appeler un milieu géométrique. 

L'espace peut être considéré comme étant un système 
invariable dans lequel on concevra qu'on ait tracé trois axes 
rectangulaires OX, OY, OZ déterminés par quatre points du 
svstème. 

Un point m d'un corps, que renferme l'espace, est en repos 
ou en mouvement selon que ses coordonnées X, Y, Z restent 
constantes ou varient successivement. 

Concevons un système invariable (S) dont tous les points 
sont en mouvement, et traçons dans le système trois axes 
rectangulaires Oxy 0/, 0^ déterminés par quatre de ses 
I. t 
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points. Le point m sera en repos relatif ou en mouvement 
relatif selon que ses coordonnées Xy y, z restoront con- 
stantes ou varieront successivenaent. 

2. La Mécanique a pour objet l'étude du mouvement et de 
ses causes. Elle se divise en deux branches principales : 

1° La Cinématique^ dont nous nous occuperons uniquement 
dans cette première Partie, a pour objet l'étude du mouve- 
ment considéré en lui-même, c'est-à-dire indépendamment 
de ses causes; son caractère est essentiellement rationnel; 

3^ La Dynamique, dont il sera question plus tard, où Ton 
fait intervenir les causes du mouvement. Elle est basée sur 
des principes élémentaires déduits de Texpérience ou de 
l'observation. Elle a été distraite de la Physique en raison des 
grands développements qu'elle a pris. 

3. Nous étudierons en premier lieu le mouvement d'un 
point faisant ou non partie d'un système invariable. 

Le lieu des positions successives du point a reçu le nom 
de trajectoire. 

L'élément de chemin ou chemin élémentaire est l'arc infini- 
ment petit de la trajectoire décrit dans l'élément <i^ du temps. 

Nous prendrons le mètre pour unité de longueur et la 
seconde du temps moyen poïTr unité de temps. 

k. Mouvement uniforme, — Dans ce mouvement, le chemin 
parcouru 5 croît proportionnellement au temps. Si l'on mesure 
le chemin parcouru à partir de la position occupée par le 
point mobile à l'origine du temps, on peut écrire 

* = V/, 

V étant une constante qui représente le chemin parcouru 
dans l'unité de temps et qui a reçu le nom de vitesse. 

5. Mouvement varié. — Le mouvement est varié quand le 
chemin parcouru ne croît pas proportionnellement au temps. 
On a ainsi une expression delà forme 

s=f{t). 

La vitesse à l'instant t dans ce mouvement est celle qui ré- 
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suite de l'hypothèse d'un mouvement uniforme dans le par- 
cours du chemin élémentaire ds; de sorte que Ton a 

et la vitesse est ainsi la dérivée du chemin parcouru par 
rapport au temps. 

Si la vitesse est donnée en fonction du temps, on a pour 
déterminer s 



en désignant par ^o le chemin parcouru à l'instant ^o* 

6. Vitesse angulaire. — Concevons qu'un point parcoure 
un cercle de rayon r avec la vitesse V; tous les points du 
rayon décrivant des arcs semblables, leurs vitesses sont pro- 
portionnelles aux distances au centre; de sorte que si w est 
la vitesse du point du rayon situé à l'unité de distance du 
centre, ou ce que l'on appelle la vitesse angulaire, on a 

et 

9 étant l'angle formé par le rayon mobile avec un rayon 
déterminé. 

7. Mouvement uniformément varié. — Dans ce mouvement 
la vitesse croît ou décroît de quantités proportionnelles aux 
temps. 

Le mouvement est uniformément accéléré ou retardé selon 
que la vitesse augmente ou diminue. On peut donc écrire 

(i) V = Vo±a^=g, 

Vo étant la vitesse initiale ou qui se rapporte au premier 
instant, a une constante positive qui a reçu le nom d'accélé- 
ration, mais dans le sens du mouvement, pour un motif que 
i Ton fera connaître plus tard. 
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En supposant que Torigine du chemin corresponde à celle 
du temps, l'équation précédente donne 

(2) * = Vo^=i: 



On peut écrire 



^Çh±at^y^y^ 



t. 



ce qui exprime que le chemin parcouru dans un temps quel- 
conque est le même que si le mol^ile eût été animé d'une vitesse 
constante égale à la demi-somme des vitesses initiale et finale. 
Si la vitesse initiale est nulle ou si le mobile part du repos, 
on a 

y = at, s — — > 

et la vitesse est proportionnelle au temps, et le chemin est pro- 
portionnel au carré du temps. 

8. Chute verticale des corps pesants dans le vide, — La 
chute d'un corps pesant dans le vide offre, pour chacun des 
points qui le constituent, un exemple du mouvement unifor- 
mément accéléré. 

On a trouvé, à Paris, pour la valeur dé l'accélération de la 
gravité, qu'on désigne par la lettre g^ 

^ = 9-, 8088. 

Si donc un corps tombe dans le vide sans vitesse initiale, sa 
vitesse au bout du temps t est 

(3) V = ^^ 
et la hauteur h qu'il aura parcourue 

(4) /^ = Ç. 

d'où, par l'élimination de t entre lés deux équations, 

V = s/^i, 
ce qui fait dire que sj'^gh est la vitesse due à la hauteur h. 
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Au bout du temps f -m , la hauteur dé la chute est 

d*où, en retranchant de Téquation (4), 

//j_//=i^(a/-hi). 

Donc : les chemins parcourus dans les unités successives du 
temps, à partir du premier instant, sont entre eux comme 
les nombres impairs successifs. 

9. Chutes successives de deux points pesants, — Pour un 
point partant de la position initiale m^, le chemin parcouru 
au bout du temps t sera 



rriçiin = ^ — = //. 



En admettant qu'au bout du temps B on laisse tomber un 
autre point de la position m©, on aura pour lé chemin qu'il 
aura parcouru à l'instant ty 



d'où 

/^_//j- ?(2/0 — 62). 

2 

Soit £ = - — le chemin parcouru par le premier point lorsque 

le second est abandonné à lui-même; en éliminant 9 entre 
celte équation et la précédente, on obtient 

// — //i = 2 v//' s — e. r^. 

« 

Désignons maintenant par H la hauteur totale de chute du 
premier point, et par Ç l'écart correspondant des deux points, 
nous avons 

î = 2 /He — s. 

ff 

Soit H=: 3oo™ (chute de Staubach); en admettant 

e = o",ooopoi, 

on trouve Ç = o°*,o346, écart considérable qui explique pour- 
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' ^ quoi au pieddujSlaulîâch, où Teau est déjà divisée au sommet 
L^ ' par de petites chutes et écueils antérieurs, on ne reçoit que 

de l'eau en poussière, 

10. Ascension d^ un point pesant dans le vide, — Considérons 
le mouvement d*un point pesant lancé de bas en haut dans le 
vide avec la vitesse initiale Vq. L'expérience prouve qu'on 
peut ici appliquer les formules relatives au mouvement uni- 
formément retardé et qu'on a 

Le mobile arrivera à sa plus grande hauteur H lorsque la 

y 

vitesse V sera nulle, à l'instant ^ = — > ce qui donne 

C'est pourquoi on dit que — ^ est la hauteur due à la vitesse Vo ; 

à partir de cet instant, le mobile tombera d'un mouvement 
uniformément accéléré, et il est facile de voir que la vitesse 
au bas de la chute est précisément égale et contraire à la 
vitesse initiale V©. 

11. Projection d'une vitesse sur une droite. — On repré- 
sente la vitesse d'un point par une longueur proportionnelle 
à celte vitesse portée, dans le sens du mouvement, sur la 
tangente à la trajectoire à partir du point de contact; on 
comprend dès lors ce que l'on doit entendre par \di projection 
orthogonale ou oblique de la vitesse sur une droite. 

Soient {fig* i) 

Fig. I, 




m la position du mobile à l'instant /; 
mm' l'élément de chemin; 
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riy n' les projections de m, m' sur un axe Ox par des plans 
parallèles à un plan déterminé; 

V =^ m\ la vitesse en m; 

yj.z= nV^g sa projection sur Ox. 

On voit sur la figure que 



mm' nn' 



ou 



d'où 



mV «V.r 



nn'=^mm'=^Ydt = Ya:df, 



""' - V 



ce qui exprime que la projection de la vitesse d'un point est 
la vitesse de la projection du mobile sur Vaxe. 

La projection orthogonale d'une vitesse sur un axe est ce 
qu'on nomme la vitesse du mobile estimée suivant cet axe. 

Si Ton rapporte le mouvement du point à trois axes rec- 
tangulaires fixes Oo?, Oj, 0^, on a 

Va:= Veo8(V,:c), Vj.= Vcos(V,7), 7;^= Vcos(V, z), 

La vitesse d'un point est donc complètement déterminée 
quand on connaît les vitesses des projections du point sur les 
trois axes. 

Considérons en particulier le mouvement circulaire d'un 

point. Soient r le rayon de la circonférence; 0^, O7 deux 

rayons rectangulaires fixes; Q l'angle formé par le rayon mo- 

i dQ 

bile avec Ox; w = -7- la vitesse angulaire. Nous avons 



d'où 



ou 



dt 

J7 = rcos0, j = rsin0, 

dx ' ndO dy . rf6 

Va- = — 0)7, Yy^inx, 
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12. Projection d^une vitesse sur un plan faite parallèle- 
ment à une direction donnée, — Par un raisonnement ana- 
logue à celui du numéro précédent, on reconnaît sans peine 
que la projection de la vitesse du point est la vitesse de la 
projection de ce point. 

13. Des mouvements simultanés, — Nous allons faire com- 
prendre, comme exemple, comment un point peut être con- 
sidéré comme animé de plusieurs mouvements distincts. 

Concevons une bille qui se meut sur un bateau entraîné 
lui-même par un cours d'eau. Le centre de la bille possède à 
la fois : i° le mouvement dont il est animé par rapport au 
bateau; 2° le mouvement du bateau par rapport aux rives; 
3° le mouvement que celles-ci possèdent en commun avec la 
Terre autour de son axe et autour du Soleil; 4** enfin le mou- 
vement problématique du système solaire dans Tespace. 

De tels mouvements sont dits relatifs ou encore indépen- 
dants, parce que chacun d'eux a lieu comme si les autres 
n'existaient pas. 

Le mouvement réel ou absolu est appelé mouvement résul- 
tant àQS mouvements simultanés relatifs. Ces derniers portent 
le nom de mouvements composants. 

La vitesse du mouvement résultant est la résultante des 
vitesses des autres mouvements considérés et celles-ci sont 
les composantes. 

14. Composition de deux vitesses simultanées. — Supposons 
que, nous trouvant entraîné dans le mouvement d'un système 
invariable (S), nous observions un point m. 

Soient {fig* 2) a le point de (S) où se trouve m à l'in- 



♦ V 



stant t; a' la position que prend ce point de (S) à l'instant 



aa 



t-hdt; ç' =z -7-- la vitesse (dite d'entraînement) de a; au 



dt 
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second instant, m occupera un point b' de Tespace et aura 
décrit pour l'observateur Télément a' b' avec la vitesse relu-- 

tive V* z=z —-Tj" La vitesse absolue V étant —7- y on voit que 

cette résultante a V = V est la diagonale du parallélogramme 

construit sur les deux vitesses composantes av = r, av' ^= v'. 

En projection sur trois axes rectangulaires fixes Oo?, O7, Oz 
on a 

Réciproquement ces trois relations conduisent au parallé- 
logramme. 

L'analyse conduit facilement à ces résultats; en effet, la 
position de (S), par rapport à 0^, O7, 0^ peut être définie 
à chaque instant par celle du système de trois axes rectangu- 
laires O'x'j O'y'y O^z' fixes dans (S). Soient, à l'instant ^ 

j?, y y z les coordonnées de m parallèles à 0^, O7, Oz; 
X, Yî, Ç » 0' » » 

x'yfyz' » m » 0'x\0'y,0'z\ 

On a 

J? = X -^- ^'cos(x', x) -H y cos(/',.r) -H 2'cos(3',a:), 
d'où 

^ = fî^ ^ ^, ^cos(x^J^) flgcbs(/,j^) ^, c?cos(g^.r) 1 
dt Ydt dt -^ dt ' dt \ 

-+- I C0S(a7', x) -^ -h COS(/, •^) ^ + C0S(2', x) ^1 . 

dà 

En supposant a?', 7', z^ constants, -^est là valeur de v^; 

d'ailleurs le second groupe de termes n'est autre chose que 
i^'j.; donc Var= v^-^ ^i> ce qu'il fallait établir. 

11 résulte de ce qui précède qu'une vitesse V peut être 
remplacée par deux vitesses simultanées Vy v' de directions 
données, comprises dans un même plan avec V, et dont les 
valeurs se déterminent en construisant le parallélogramme 
dont V est la diagonale et dont les côtés sont parallèles à i>, v'. 
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15. Composition de trois vitesses simultanées. — Supposonsy 
que (S) se déplace par rapport à un autre système invariable 
(S') et soit v" la vitesse du point d'entraînement de (S'). 

La vitesse relative Vj de m par rapport à (S') est la résul- 
tanle de v^ r'; la vitesse absolue V sera celle de Vi et r'. Il 
suit de là que : 

i^ La vitesse résultante est la diagonale du parallélépipède 
construit sur les trois vitesses composantes ; 

2® Une vitesse \ peut se décomposer et d*une seule manière 
en trois autres de directions données non comprises dans un 
même plan avec V. 

16. Composition d'un nombre quelconque de vitesses simul- 
tanées. — Soient 



ûf^i, av^j . . ., aVn les droites issues d'un point a qui repré- 
sentent en grandeur et en direction les vitesses compo- 
santes V^y V^y . . ., i>n'y 

aVj = ¥2 la résultante de Tj, v^'^ 
aVs^Vs » V2, (^3; 



La vitesse résultante sera Yn et sera ainsi le dernier côlé 
du polygone av^v^. . .Vri9 dont les côtés sont égaux et paral- 
lèles aux vitesses composantes. 

On a, en projection sur trois axes rectangulaires fixes, et 
supprimant l'indice de V;^ devenu inutile, 



Vx=£^a:, \y=ZVy, Vz=2('-, V=/(i:i;^)*-H(5:^3.)î-+-(2i^z)*. 

Il suit de là que, quel que soit l'ordre dans lequel on compose 
les vitesses, on arrive au même résultat, ce qui devait être. 

Dans le cas où les vitesses composantes sont parallèles, 
leur résultante est égale à leur somme algébrique, en consi- 
dérant comme positives celles qui ont un certain sens, et 
comme négatives celles qui ont le sens contraire. 

En considérant les projections des vitesses et de leur poly- 
gone sur un plan on voit immédiatement que la projection 
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de la résultante est la résultante des projections des vitesses 
composantes, 

17, Des sommes et des différences géométriques, — Si, pour 
exprimer que la vitesse V est le dernier côté du polygone 
formé par les lignes qui représentent les vitesses composantes 
Vy v', ç'^y . . ., nous nous servons de la notation symbolique 

(a) V = t'-h p'-f-..., 

nous dirons que V est la somme géométrique des longueurs 
Vy p', . . .; nous avons évidemment la relation 

puisqu'elle exprime que la résultante de r, (^', . . ., et de « est 
la même que celle de V et «. '' 

En posant {v^=i{f' -\- v"-\-, , ,, nous avons 

V = p -h w. 

Mais ^ changé de sens ou de signe et V auront pour résul- 
tante w. Nous pourrons donc écrire symboliquement 

et V — V est une différence géométrique. 

Les formules symboliques telles que (a), (6), (c) ont reçu 
le nom adéquations géométriques linéaires. 

Soit 

(ai) y\ = V^ + V[^,,. 

une seconde somme géométrique mise en parallèle avec {a). 
On a identiquement 

puisque cette équation exprime que la résultante de Vy v', . . . , 
l'i, c'i, . . . est celle de V et Vj. 

En ajoutant géométriquement (a) à (a,) changé de signe, 
on obtient 

V — v^= p -+- 7-4-...— Pi — Pi — — 



i 
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U-^ 



4 



Il résulte de là que, géométriquement, les équations géomé- 
triques linéaires se comportent comme les équations linéaires 
algébriques au point de vue algébrique. 

18. Des produits géométriques. — Nous appellerons produit 



géométrique de deux longueurs a et 6 leur produit par le 
cosinus de leur angle et dont il portera le signe. 
Si, pour représenter le produit géométrique de a, ô, on 

emploie la notation symbolique a x 6, il est clair que Ton a 

a X 6 = ^ X a, d'où résulte que dans un produit géométrique 
on peut intervertir Tordre des facteurs. 
Supposons que a soit une somme géométrique, 



on a 



a = C H- c' -f- . . . , 

aco8(a, b) = ccos(c, ^)-f-c'cos(c', 6)-h.. . 



et, en multipliant par 6, 



ou 



a6co8(rtj b) = c^cos(c, 6)4-c'6cos(c', ft)H-. . ., 



ab = cb -^c'b-^-,, ,, 



Il suit de là que : le produit géométrique d'une longueur par 
une somme géométrique est égal à la somme algébrique des 
produits géométriques de cette ligne par les éléments de la 
somme géométrique. 
Soit 

h —d-^d'-^, . . ; 

on a, eu égard à ce qui précède, 

cd) = c{d-\-d'-{-, ..) ■4-c'(5-+- û^' •+•...)"+-•• • 
= cd-^cd-h.^^-î-c'd-hc'd'-h,..] 

donc, le produit géométrique de deux sommes géométriques 
est la somme algébrique des produits semblables des éléments 
de l'une des sommes par chacun des éléments de l'autre. 
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19. Des moments. — Soient {fig. 3) 

Fig. 3. 

fil w' 




1 

L 



m 9 la droite que représente une longueur 9; 

mm' un déplacement élémentaire hypothétique d'un point m 
de cette droite, résultant d'une rotation autour d'un 
point ; 

may TwK les projections de mm', mO sur m<p; 
dB le déplacement angulaire élémentaire mOm'. 
On a 



mm' =: 0/72 rf0, 



1 OK Trr? 



mû = /wm -==7 = OK c/6, 
Om 

d'où, pour le produit géométrique de 9 par mm'. 



(f.mm'= tp X ma = o.0K€;?6. 

Ce produit est donc le même que si le point m coïncidait avec 
le pied K de la perpendiculaire abaissée du point sur la 
direction de 9, pour un même déplacement angulaire autour 
de ce point. ç\ 

Le produit 9 x Oit est ce qu'on appelle le moment de 9 par *** *» ^ 
rapport au centre des moments 0. 

Le moment devra être considéré comme positif ou négatif, 
conformément aux conventions ci -dessus, selon que le point K 
se déplacera dans le sens de 9 ou en sens inverse, ou encore 
^elon que le point K, censé se mouvoir autour de en vertu 

de la vitesse 9, imprimera au rayon OK un mouvement de 
rotation dans le sens de dB ou en sens inverse. 



i4 
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On supposera, conformément à Tusage, que le déplace- 
ment angulaire dB a toujours lieu de la gauche vers la 
droite. 

Il résulte de ce qui précède que : 

Le moment d'une somme géométrique plane par rapport à 
un point de son plan est égal à la somme algébrique des 
éléments de cette somme (théor. de Varignon) (*), puisque les 
produits géométriques ne diffèrent des moments que par le 
facteur constant dO, 

20. Composition et décomposition des moments, — Con- 
cevons que, à partir du point 0, on porte, sur la perpendicu- 



( * ) Ce théorème peut se démontrer directement comme il suit 
Soient ( fig, 4 ) 

Fig. 4. 






J^ 







AD la somme géométrique de deux droites AB, AC; 

OK, on, OJ les perpendiculaires abaissées du point sur AB, AD, AC. 

Il faut prouver que 

AB X OK + AC X OJ = AD X OII 
ou que 

triangle AOB -k- triangle AOC = triangle AOD. 

Mais les trois triangles ont un côté commun OA; il suffit donc d'établir que la 
perpendiculaire DN abaissée de D sur OA est égale à la somme des perpendi- 
culaires BM, CP abaissée sur la même droite des points B et G, ce qui devient 
évident en menant CQ parallèle à OA jusqu'à la rencontre de DN et remarquant 
que les triangles CQD, ABM sont égaux. 

Le théorème, étant établi pour deux droites, s'étend facilement à une somme 
géométrique plane quelconque. 
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laire au plan qu'il détermine avec 9, une longueur L propor- 
tionnelle au moment, dans le sens pour lequel ce moment 
serait positif pour Tobservateur couché suivant cette droite 
en ayant les pieds en 0. Soit U la droite qui représente de la 
même manière le moment de la projection 9' de 9 sur un 
plan, passant si l'on veut par le point 0. Les longueurs L, L' 
étant proportionnelles aux aires des triangles formés par le 
point et les droites qui représentent 9 et j^, on conclut que f 
la seconde est la projection de la première sur sa direction. 
Soient 

L, /, V, . , . les moments d'une somme géométrique et de ses 

éléments; 
L«, /«, l'uy " ' leurs projections sur un axe Ow. 

Si l'on projette sur les plans coordonnés, on a, d'après ce 
qui précède, 

Donc : i® En projection sur un axe, la droite qui repré- 
sente le moment d' une somme géométrique est la somme algé- 
brique des droites semblables relatives aux composantes, 
2** La droite qui représente le moment de la somme géomé- 
trique est la somme géométrique des droites semblables rela- 
tives aux composantes. 

On peut écrire géométriquement 

Les moments se composent donc et par suite se décom- 
posent comme les vitesses. 
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CHAPITRE n. 

DES MOUVEMENTS GÉOMÉTRIQUES DES SYSTÈMES INVARIABLES. 



§ I. — Mouvements de translation, de rotation et de reniement. 

21. Mouvement de translation ou translatoire. — Dans ce 
mouvement, les points d'un système invariable (S)sonlanimés 
simultanément et à chaque instant de vitesses égales et paral- 
lèles. 

Le mouvement est rectiligne ou curviligne. 

22. Mouvement de rotation ou j^yratoire . — Les points du 
système (S) décrivent simultanément autour d'un axe fixe 
des éléments de cercle^concentrique^perpendiculaîres à cet 
axe. On reconnaît sans peine que les déplacements angu- 
laires simultanés des pians méridiens correspondant aux 
divers points du système sont égaux. 

Soient V la vitesse d'un point situé à la distance r de l'axe ; 
0) la vitesse angulaire (n<» 6), c'est-à-dire la vitesse d'un point 
de (S) situé à l'unité de distance de l'axe; on a 

V = 0)7». 

23. Mouvement de glissement, — Les mêmes éléments de 
la surface d'un solide se mettent successivement en contact 
avec les éléments distincts et consécutifs de la surface d'un 
autre solide. 

24. Mouvement de roulement. — Les éléments consécutifs 
de la surface d'un solide (S) viennentse mettre successivement 
en contact avec les éléments consécutifs de la surface d'un 
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autre solide (S'). Considérons en particulier deux cylindres^ i^'^f/AJi^ 
roulant rùn sur Tautre dontTun (S') est censé fixe; la question 
se ramène au roulement de leurs sections droites Tune sur 
Tautre. Or, en considérant ces courbes comme des polygones 
infinitésimaux ayant actuellement un côté commun aby les 
côtés consécutifs bc^ cdy ... de la courbe mobile doivent 
venir successivement coïncider avec les éléments respecti- 
vement égaux bc\ c'd'y ... de la courbe fixe, et pour que bc 
vienne coïncider avec bc' il faut qu'il y ait rotation de la figure 
mobile autour du point b supposé fixe. 

Il suit de là que : i*» une courbe qui roule sur une autre 
peut à cbaque instant être considérée comme tournant pen- 
dant un temps infiniment petit autour du point de contact 
supposé fixe à cet instant et qui, par ce motif, a reçu le nom 
de centre instantané de rotation; 2^ la normale à la courbe g 

décrite par un point quelconque de la figure.mobile passe f^^h^^^^^^ 
par ce centre. 

Soient w la vitesse angulaire autour du point b\ ds l'élé- 
ment abc; de, de' les angles de contingence et R, R' les rayons 
de courbure des courbes abc, ..., a'b'c'^ ...; on a, selon 
que ces courbes opposent ou non leurs convexités, 

cbc = dz^ zh «?e, 

et, comme cet angle est égal à w dt, on a 



tàdt = ds'zh de = ( :^, zh := j ds\ 



On peut supprimer le double signe de ^ en convenant de 

considérer R comme pQ§if\f on négatif selon que (S) sera 
extérieur ou intérieur à (S'). 

Nous étudierons plus loin le roulement de deux surfaces 
quelconques Tune sur l'autre. 

On remarquera que, lorsqu'un cercle roule sur une droite, 
tout déplacement de son centre est égal au déplacement re- 
latif de la circonférence par rapport à ce centre. 

I. 2 



.!§§• 



'SniKiil^j^a^^^^BB ir. 




parallèle ànn plan. 




^ un axe fixe n'est 

>€'jWl«^ll69'BI>W H lÊai oîi tous les points 
'S>®^^|^nâflMtfll%9dc vitesses parallèles 



ie|cg^)lan 

>B|lHMure peut être définie 



Him'iâ''^^«|'MbKitS7Bur le plan, revient à 
MtlBuat.ÇauWM^iiaiijoint deux points de 

■ mm ■ 



au bout du temps di, 
__^^p^x. éléments AA', BB', 
t^i^^tSâiComme ceux de deux 
' AÙ^i'^ point O. On a alors 
i^'ï^lcOB, A'OB' sont par 
angles égaux AOB, 



ant le temps dl autour 

ppelé pour ce motif 

isse angulaire autour 

de la figure est m ■ 

à décrire deux lignes 

0, seront déler- 

burs assujetti à décrire 
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'une ligne donnée, la seconde condition du mouvement soit 
qu'une autre ligne donnée tracée dans le plan de la figure 
soit assujettie à passer par un point fixe K. L e centre instan - 
tané se trouvera sur la jjormale en K à-4a^econdf> Jlgnft. 
^i une des conditions du mouvement est qu'une droite 
tracée dans le plan de la figure reste tangente à une ligne 
fixe donnée, le centre instantané se trouvera sur la nor- 
male au point de contact. 
Revenons aux généralités ; soient 

le centre instantané à un instant donné; 

Oi, Os, Os, ... les positions successives des centres instan- 
tanés sur le plan fixe; 

Oj, Oj, O3, ... les positions correspondantes des mêmes 
points sur le plan de la figure mobile. 

Au bout du temps dt^ le point O^ viendra en Oi; mais, 
comme ce déplacement ne peut s'effectuer qu'autour du 
centre instantané 0, il s'ensuit que la courbe OO^Oj... 
roule sur la courbe fixe; en d'autres termes, le mouvement 
le plus général d' une figure plane invariable dans son plan 
se réduit au roulement d'une ligne sur une autre. 

Le mouvement du système invariable (S) dans l'espace 
résultera du roulement d'un cylindre sur un cylindre fixe et 
la génératrice de contact sera Yaxe instantané de (S). 



§ in. — Du mouvement d'un système invariable 
autour d'un point fixe. 

26. La position du système (S) mobile autour du point 
sera définie à chaque instant t parcelles de deux quelconques / . ^.^^^^ 
de ses points A, BL Soient A ^j(i q 

A'B' la position que prend la droite AB à l'instant t-hdt; 

AA' BB' 
(P) le plan mené parles parallèles en aux vitesses --7-) -7~> 

ab^=:a'b' les projections de AB, A'B' sur (P). 
Le centre instantané de ab se trouvera nécessairement en 
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et (S) tournera pendant le temps dt autour de Taxe inslan^ 
tané Oxy perpendiculaire à (P) avec une certaine vitesse 
angulaire cd. 

Le cône, lieu des axes instantanés successifs dans (S), rou- 
lera sur le cône lieu de ces axes dans l'espace. 



§ IV. — Composition des translations et des rotations. 

27. Composition des translations, — Il est clair que, si un 
solide est animé de plusieurs translations simultanées, la 
vitesse dans la translation résultante est la résultante des 
vitesses composantes. 

28. Des rotations autour d'axes parallèles. — Un système 
invariable (S) tourne autour d'un axe OnOOny ce dernier 
autour d'un autre axe 0„-,a:„_i, et ainsi de suite jusqu'à 
Ox qui est absolument fixe. Il s'agit de déterminer le mou- 
vement résultant. On est évidemment ramené à considérer 

m 

une section de (S) perpendiculaire à la direction des axes, 
c'est-à-dire une figure plane animée des rotations oj«, 
Wrt-i, ...,&) autour des centres 0», 0,^-i, . . ., 0. 

« 

29. Composition de deux rotations, 

1° De même sens. — Soit (^^- 6) A un point de la figure 
(S) situé entre et Oi. Ce point est animé de deux vitesses 

Fig. 6. 




de sens contraire et, si elles sont égales, le point A restera fixe 
pendant le temps dt ou sera le centre instantané de rotation ; 
alors on aura 

(i) u) X 0A = u), X OiA, — - — ~ jJÂ' 
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d'où 

(i) OiA= • 

Soit i2 la rotation instantanée de (S) autour de A; on a, en 
égalant deux expressions de la vitesse de Oj, 

Q xOiA = wxOOi, 
par suite, vu (2), 

Q = (0 +(1)1 

et enfin 

û:w:a)i:!OOi:OiA;OA. 

Donc : Les deux rotations se composent en une seule égale 
à leur somme et dont le centre divise la distance des centres 
des deux autres, en raison inverse de leurs valeurs, 

1^ De sens contraire, — Soit wi > û). 
Pour que le point A de (S) situé sur le prolongement de 
OOi au delà de Oi ait une vitesse nulle, il faut que 

(3) (0 xOA = (OiX OiAi, 

d'où 

tOi — co 

m 

En désignant par ^ la rotation instantanée autour de A, 

on a 

ûxOA = <i)ixOOi, 

d'où, vu (4), 

û = (1)1 O). 

Donc, etc. 

On voit, par ce qui précède, qu'une rotation H autour d'un 
point A peut se décomposer en deux autres autour de deux 
points donnés 0, Oi en ligne droite avec A. 

3<» Couple de rotations. — Si les rotations w, w, sont égales 
et de sens contraire, on a OA ^=00, û = o, ce qui n'a aucune 
signification. Il y a donc lieu de s'arrêter à ce cas singulier. 

Soient {fig- 6) 

m un point quelconque de la figure (S); 



2a PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE II. 

mpz=(o X 0/n, mp^zzztù X Oi/n les.vitesses de m autour de 

0,0,; 
mq la vitesse résultante. 

Les triangles OwO,, mpq étant semblables, on voit que mq 
est perpendiculaire à OOi et égal à co x O0i==const. Donc 
(S) est animé d* une translation perpendiculaire à 00,. 

30. Composition d^un nombre quelconque de rotations au- 
tour d'aœes parallèles. 

1° Les rotations sont toutes de m,éme sens. — Les rotations 
co, coi donneront Î2 = w-^ wi autour de A; les rotations &> et 
<ù% donneront £2i = i2 -+- (02 = w 4- coi -h wj autour de Ai et ainsi 
de suite. On arrivera ainsi à la rotation finale 2a). 

2° Les rotations sont de sens différents. — Soient ^>>Û' les 
résultantes des rotations de l'un et l'autre sens. La résultante 
finale sera Ql — S2'. Si ^2 = Q/y on aura un couple de rotation. 

31. On ne peut décomposer que d'une seule manière une 
rotation co en trois autres autour d'axes parallèles au sien. 
Soient, en effet {fig. 7), A, B, G les traces de ces trois axes 




sur un plan perpendiculaire à leur direction; la trace de 
l'axe de la rotation donnée w. Nous supposerons par exemple 
que le point se trouve dans l'intérieur du triangle ABC. 
Soient K, I, H les intersections des directions de AO, BO, CO 
avec celles de BC, AC, AB. Décomposons la rotation w en 

deux autres : Tune a)i=&)-=- autour de B, l'autre w 



BI BI 
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autour de I, et cette dernière en deux autres 

ÔB cï (55 Âî 

BI AC BI AC 

autour de A et C. D'après une propriété connue des transver- 
sales, ces expressions se réduisent à 

OK OH 

Il résulte de Tanalogie qu'ont entre elles les expressions 
de ci)i, ci>s, 0)3 que la décomposition est unique. On remarquera 
notamment que 

o), : to : : 01 : BI : : triangle AOC : ABC, 

d'où un théorème qu'il est facile d'énoncer. 

Le problème est indéterminé si le nombre des rotations 
composantes dépasse trois; supposons, par exemple, qu'il y 
ait un quatrième centre D; décomposons la rotation w en 
deux autres, l'une autour de D et l'autre w^ autour d'un point 
quelconque J de OD ; puis décomposons la rotation w' en trois 
autres autour des trois centres A, B, C. Cette dernière décom- 
position est unique; mais, comme la position de J sur OD est 
arbitraire, on peut faire varier comme on l'entend les rota- 
tions partielles. 

32, Composition d'une rotation et d'une translation per- 
pendiculaire à son axe, — Nous continuerons à raisonner 
sur les projections faites sur un plan perpendiculaire à l'axe. 

Soit OA la perpendiculaire abaissée du centre de la rota- 
tion donnée (o sur la direction de la translation V. Il y a sur 
la direction de la droite OA des points dont les vitesses res- 
pectivement dues à la rotation et à la translation sont de 
sens opposé et l'on peut trouver, par suite, sur cette portion 
un point A pour lequel la vitesse résultante sera nulle; ce 
point, déterminé par la relation 

V = w X OA, 
d'où 

0A=-, 
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est le centre instantané de rotation; la vitesse angulaire £2 
autour du point A sera d'ailleurs w puisque la vitesse de O a 
pour double expression V et £2 x OA. 

On remarquera qu'une rotation w autour d'un axe xy peut 
être remplacée par une rotation égale autour d'une paral- 
lèle x^y et une translation égale à la vitesse de chacun des 
points de x'y autour de xy. 

33. Mouvement le plus général d'un système invariable. — 
Concevons (fig* 8) qu'on imprime au système (S) une 




vitesse de translation égale et contraire à celle V de l'un 
quelconque de ses points ainsi ramené au repos; (S) 
tournera alors^^^autour d'un certain axe instantané OA avec 
une vitesse angulaire w. Il résulte de là que le mouvement 
de (S) se compose de la rotation w et de la translation V. 
Soient U et W les composantes de V dirigées respective^ 
ment suivant OA et sa perpendiculaire dans le plan VOA. , 
La rotation w et la translation W se composent en une seule ^l^-) 
rotation w autour de l'axe O'A' parallèle à OA, défini par la 

W 

perpendiculaire 00'= — au plan VOA. 

Donc : i° Le mouvement le plus général de (S) peut être 
considéré comme résultant d'une translation et d'une isola- 
tion autour d'un point -fixe quelconque; a** la rotation est 
constante en grandeur et en direction quelle que soit la posi" 
tion du point censé fixe; 3° il existe une position unique de 
l'axe instantané pour laquelle la translation a lieu suivant 
sa direction, d'où ce qu'on appelle l'axe instantané dç rota- 
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tion et de glissement (*). La vitesse U est dite de glissement. 
Un point de (S) situé à la distance r de O'A' décrit dans le 

temps dt un élément d'hélice dont la pente sur le plan per- 

U 

pendiculaire à O'A' est tang«== — ; mais, si h est le pas de 



l'hélice, on a tangtrr 



: par suite, A=r 27:— • Donc, dans 

27rr^ ^ w 

un élément du temps, les points de (S) décrivent simultané- 
ment des éléments d'hélices de même pas. 
Soient 

(^)9 {^') l^s lieux des axes instantanés successifs dans (S) et 

dans l'espace; 
xy la génératrice de contact de (o-), (a') à l'instant t\ 
^i7i> ^'1/1 les génératrices de ces surfaces qui doivent coïn- 
cider à l'instant t -\- dt. 

Au bout de dt^ (o*) se déplacera de \}dt parallèle à xy^ puis 
tournera de wc/^ autour de cette droite. L'aire élémentaire 
(xyjXiyi) viendra donc coïncider avec Taire {xy^x\y\) pari 
suite de la translation U et de la rotation instantanée &>; en/ 
d'autres termes, (o*) glissera et roulera sur (o*'). 

34. Composition des rotations autour d'axes concourants, 
— Considérons un corps solide animé d'une rotation w' autour 
d'un axe OB {fig, 9) tournant lui-même autour d'une droite 



W* 




OA, qui le rencontre en 0, avec la vitesse angulaire w. Les 



(*) La considération de cet axe remonte à 1763 et est due au géomètre florentin 
Giulb Mozzi. 



(/ 



26 



PREMIÈRE PARTIE. -— CHAPITRE II. 



deux rotations sont censées avoir lieu dans le même sens, de 
la gauche vers la droite par exemple, pour l'observateur 
couché suivant OB et OA en ayant les pieds en ; chaque 
point m de Tangle AOB, dont may mb sont les distances à OA, 
OB, est animé des deux vitesses de sens contraire w x ma, 
co' X mb et, si w x ma = w' x m6, ce point restera fixe. Or, 
d'après le théorème du n° 19, tous les points de la somme 
géométrique OC de OA =z w, OB = w' jouissent de cette pro- 
priété ; d'où il suit que OC est l'axe instantané résultant. 
Soient 

i2 la rotation résultante; 

bcy bd les perpendiculaires abaissées d'un point b de OB sur 
OA et OC. 

On a, en égalant deux expressions de la vitesse du point b, 

Qx bd= vùX bc, 

d'où il suit que £2 est représenté par la diagonale OC. 

Ainsi deux rotations simultanées et, en général, un nombre 
quelconque de rotations simultanées concourantes se com- 
posent comme les vitesses. 

On pourra aussi considérer une rotation comme la résul- 
tante de plusieurs autres qu'on déterminera en suivant la 
marche que nous avons indiquée pour la décomposition des 
vitesses. 

35. Composition des rotations autour d'axes ayant des 
directions quelconques. — Soient co, co', w", ... les vitesses 
angulaires simultanées d'un système invariable autour d'axes 
A, A', A'', . . ., dont les directions sont quelconques; chaque 
rotation peut être considérée comme résultant d'une même 
rotation autour d'un axe parallèle passant par un point du 
système choisi arbitrairement et d'une translation perpendi- 
culaire au plan des deux axes dont la grandeur et la direction 
sont déterminées. On est alors ramené à composer les rota- 
tions autour d'axes concourants et des translations. Le mou- 
vement se réduit donc à une rotation unique accompagnée 
d'une translation. Il est alors facile, comme on l'a vu plus 
haut, de trouver la position de l'axe instantané de rotation et 
de glissement. 
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36. Projections de la vitesse d'un point résultant de la rota- 
tion instantanée co sur trois axes rectangulaires. — On pla- 
cera Torigine en un point de Taxe instanlané de rotation et 
de glissement. 

Soient n, />, q les composantes de w suivant 0^, Oj, Oxî, 
dont le sens positif est de la gauche vers la droite pour 
l'observateur couché successivement suivant ces trois axes 
en ayant les pieds en 0. 

On reconnaît facilement que la rotation q donne pour le 
point (^, j, z) les composantes de la vitesse — qy suivant 0^, 
qx suivant O7; que n donne les composantes nj, — nz sui- 
vant Oz et Oj, et enQn que p donne les composantes — px, 
pz suivant Oz et Ox. 

Les composantes de la vitesse du point (^, y, z) sont donc 

pz — qz suivant 0^, 
qx — HZ Oy, 

ny — px Oz, 

§ V. — Du roulement, rane sur Faatre, des surfaces de deux solides, ( "^t^vy 

quelles que soient leurs formes. 

37. Digression sur quelques points de la théorie des sur- 
faces (*). — En représentant par zz=f{xyy) Téquation d'une 
surface, on rappellera les notations connues 

_ dz __ ^* __ ^*^ ^ d^z ^ d^z 

^ ~~ dx ^ " dy' ~~ dx^' ' " dxdy* "" ây^ * 

et en désignant par /, m, n les angles formés avec Ox, Oy, 
Oz, par la normale au point {x, y, z), on aura 



ces/ = 



COS/72 = — 



cosw = 



1^ 



Y> 



T 

■ — - ■■ ■ . 



( * ) f^oir, d'autre part, notre Exposition de la théorie des surfaces. 



■f? 



K?Éi'(8£$i>A^âpQ8SfeB M^s de la normale pour 

u|QiârLSs7l*^kMt9iNiltQ^{Sque nous désignerons 

^âlShAk^M^A^^I^Cft et à la normale Os, 

|S|-Hi^JVi™'K^ft'Bl'iW'i6S dérivées partielles 

^Itt^ra |<ULtM^icff!IS^StK(ent voisins de 0, on 
^ H CBdWtAkJ^ïSèmtflftnent petits du second 






ion 

Î^S^SOrt^Z^S^B^^^onnées courantes du 
r-JÎ^Sn:^ ^t^ë^^r^n de ce plan, 



gt^oja^pn de l'intersection AB 
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Soient 



n la projection du point M sur le plan xOr; 
a, «1 les angles de On, AB avec 0^; 
I rinlersection des droites AB, On. 

ce L \' ^ 

En faisant X= — Y dans Téquation {a) on obtient a = ^, 

X :r^ — pour les coordonnées du point I qui se trouve ainsi au 
milieu de ai. L^quation (a) donne d'ailleurs, en remarquant 
que ^ = tanga. 



(«') 



tangaj =— 



rp-i- Jotangg 
5o H- ^0 tanga 



y 



En prenant pour a? la trace d'un plan principal de courbure, ^«"«^ 

tanga tangai= -y et, par suite (théor. de 

Dupîn), AB est la direction conjuguée de O/i dans Tindica- 
Irice. 

Admettons maintenant qu'on se donne la position de la 
droite AB parallèlement à laquelle i^fig* 11) nous dirigerons 





a> 



l'axe O7. Le terme en Y devant disparaître dans l'équa- 
tion (a), nous avons 



(^) 



•^=-^= tanga. 

X tQ 



Si nous désignons par da la distance OK de à AB, et si 



3o PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE II. 

dans Texpression (2) de n' nous faisons 

.r = 2 ao", y •= .r = — 2— a<5^ 

nous obtenons 

Soit r le rayon de courbure de la section normale faite 
suivant u; nous avons, ,eu regard à la valeur ( 6 ) de tang a, 

- = cos^a (ro-h 2.^0 tanga -h ^o tang*a) = cos*a ( pq — -^ ; 



°r) 



par suite, 

(3) 71 = 



id<s 



r CCS* a 



mf, 



formule qui est postérieure à la théorie du roulement que 
,1V'" nous avons donnée au Tome VIIZ théorie à laquelle nous sub- 
stituerons, avec avantage, celle qui suit. 

38. Roulement d'une surface sur un plan, — Le point de 
contact d'une surface (S) et d*un plan tangent ocOy peut 
être considéré comme un point intérieur au périmètre, de 
forme indéterminée, d'une aire plane A. Supposons que (S) 
soit animé d'une rotation w' autour de la normale Oz; un 
élément de A situé à la distance rde glissera de ^' rdt sur 
œOy dans le temps dt, et si, pour le périmètre de A, r reste 
infiniment petit, ce glissement sera du second ordre et négli- 
geable. Dans le cas où (S) est développable et où ses limites 
déterminent des longueurs finies de ses génératrices, tù^ rdt 
sera du premier ordre à une distance finie de et la surface 
glissera effectivement sur le plan xOy et alors il faut que w' 
soit nul pour qu'il y ait uniquement roulement. 

Soient 

M un point de (S) infiniment voisin de 0; 

n sa projection sur le plan a^Oy; 

AB l'intersection avec ce plan du plan tangent en M; 

I l'intersection des droites AB, n. 



■% 
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Pour qu'un élément superficiel en n^ vienne coïncider sans *^j 
glissement avec ^Oj, il faut que (S) soit animé d'une rota- 
tion (ù autour de AB, et, en conservant les notations qui pré- 
cèdent, on devra faire /i=:a)ûf^ dans la formule (3) qui devient 






rcos^a 



Le point M aura éprouvé le déplacement du second ordre 
et négligeable 



â 4/(-'M;)'-<"*i-"*i/^ 



(0^ 



Ainsi, quoi qu'il en soit, on peut toujours faire abstraction 
de w'. 

Dans le cas où la surface est développable, on a, en dési- 
gnant par R le rayon de courbure de la section principale 
faite suivant Oo?, 

2<fcr 



oidt = 



R 



Supposons maintenant que, (S) étant à courbures oppo- 
sées, 0/ soit tangent à une ligne asymptotique ; on a 1^ = 
et l'équation (a) doit être vérifiée par \=:d(i quel que 
soit Y, ce qui exige que 

OU que a7=:o, cfa"=i=o; et, en faisant n=i(j^dt dans la troi- 
sième des formules (2), on obtient 

(c) s^jr = tiidt. 

On a d'ailleurs s =0, c'est-à-dire que z est du troisième 
ordre. Il suit de là que le point M se trouve sur j, ou que 
la direction du roulement est celle de la ligne asymptotique. 

39. Roulement d'une surface (S) sur une surf ace fixe (S'). 
— Nous accentuerons pour (S') les notations qui se rapportent 
à (S). Le plan tangent (AB, M) viendra d'abord coïncider 
avec xOy^ puis avec le plan tangent (AB, M'). Comme M, M', 




1 



oites AB, XI doivenl 
'ux indicatrices de (S), 



fgift est une ellipse, il y a 
" "~ roulement peut avoir 



|t 

l'ISnwra^S^néS^^ hyperboles, lerouli 
l'SyAI?^iMTS'4i'"^"'^'^^ ^ '^ condition 

IStBlHl^r'SB ^S*^ ^°^^ compris dans un 

VlS'j'SnClSJj'^nt)^ les surfaces s'embo!- 

^KO^VpBK'C9'B*V^B"' ""^ étendue infini- 

jivanl 01 de (S), (S') 




t. -*..«.;«;.*. Se: .ft. 

~ ~ ""^t^^g^»ftS6it une tangente com- 

®1^^(S), (S'}; le roulement 

^Sîf^^^^^^^î'"''' 1"^ ^ vienne coin- 

n^S^^p-É^^S*f rs on aura, d'après la 



^Kg^allèles de deux surfaces 
t^te conjugué commun » 
~'de deux cônes. 

surfaces développables 
'B génératrices de con- 
lussement roulent l'une 
jï, elles coïncident. 

î* glissement. — Nous ne 

jponique qui, comme cas 

^_'^?indrique. 

_ L^^i^on (C), (C) qui ont le 

^|itlDÏ:^»le sur le second suivant 

«^yiî'î^tesse angulaire ii. Tra- 
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çons sur (C) une ligne géoJésique qui, par le roulement, dé- 
terminera sur (C) une ligne également géodésique. Menons 
suivant ces deux lignes les normalies (S), (S') de (C), (C); 
les géodésiques de (G), (C) seront respectivement des asym- 
ptotiquesde(S), (S')(*). 

Si i est Tangle formé par SI avec la tangente commune aux 
géodésiques de (C), (C) ou asymptotiques de (S), (S'), on 
aura, en se reportant à la signification donnée au n"" 38 à 

(1) = Q ces /, a>' = Î2 sin i, 
et (S) roulera sur (S') suivant les asymptotiques. 



(') Puisque le plan osculateur d'une géodésique est tangent à la normalie 
correspondante. 



»»»«< 



I.* 



, - - - - 5-i'M'i'ri- 

|i'fi!^A^?£f|i\^>i|'^||s'^ENT D'UN POIKT. 




h^lÔ^^IrS" o« 'f différentielle 

l^iw.* *»"»"»■ " 

B i^'aB :Ik M: .«. -&- * 

^^tilSS^f-cSEtiga^i^appelle V accélération 

étriqué "?—-/. "^st 

i»^d/-a(ion,- on la repré- 

Ç^Î4jg.ijS?j' si le mouvement esl 



«et tp par lie et 



dt 



'«:g^^^^»cevoQS que par un 

l^!êz*S*"l*nl S" grandeur et 

_ issivement le mobile 

lïEiftpnl fi» V les vitesses 

^iB^Sst^lKX'éespar Acg, Ar. La 

[f^pH&parles extrémités de 

t^^^i^fûg^i^ae des accélérations 

iC 'M. 'M\ ^: 'Mi' 

W'il'W'*" 9dt; mais la corde 
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ÇqÇ=zç — Çq : donc 



ç' — Po = / o dt. 



^3. Projection orthogonale ou oblique de l'accélération sur ['^*) 
une droite ou un plan. — En nous reportant au n® 4-1, la pro- 
jection de u sur Ox est 



Ux=Vx—^x, 



d'où 



?a: = 



t'.r — ^x 



dt 



dt 




,Donc la projection de l'accélération est V accélération de 
t t eeéléf^ation d u mobile. 

Il est facile de reconnaître que ce théorème s'applique à la 
projection sur un plan. 



r;- 



4.5^, Composition des accélérations.) — Soient à l'instant t 

Fig. 12. 




V la vitesse relative d'un point m par rapport à un système 

invariable (S); 
(>i la vitesse du point a de (S) où se trouve m (on rappellera 

que ^>i et a ont reçu la qualification 6! entraînement)] 



(a) 



V = (T-h ^^7 



la vitesse résultante. 



Au bout du temps dt, les points m et a auront décrit les 
éléments de chemin aa'=zy dt, ab =: ç^dt. 



^i)jfiiyfs^^ 



(^j^J 



^ 



tilil^â'^iëi'c&'^^u point d'entratne- 

&' X W •■ •• -^''â M* 

'!' rsÈM- 

tpélération relative <f, 
d'une accélératioji_ 




mouvement ré- 
lans les mouvements 




Fg§*^«::^:ai^ë^ composent comme 

"^«^JS^içij» ^i animé d'un nombre 

Wg«i^;^fj^s dans lesquels les 



U 



:C1 
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on aura en même temps que V = t^-h i^i-4- r,, ... l'équation 
géométrique 

ce qui revient à 

dV ___ dv di>i 
'dt " 



{^n 



dt 



dt 



Le calcul conduit immédiatement à la formule {d)^ car de 



..dV^ 



dv. 



X9 



Vsc=lvx on déduit '~ij'=^^^iT^ ce qui revient à <>a?=29 
et de même ^y= 2^^, 0^= 29-. 



4.5. Composantes tangentielle et normale de Vaccéléra- 
lion. — Soient (y?^. i3) 




m, m' les positions du point mobile aux instants ly t -^di; 
I l'intersection des tangentes en m, m' à la trajectoire; 
C le centre de courbure de cette ligne en m ; 

ç=:lç, ç'nzlv' les vitesses en m, m'; 

vv' =zc^dt l'accélération élémentaire ; 
ds l'élément de chemin mm^; 

de l'angle de contingence t^Ir'; 

p = -7- le rayon de courbure ; 

K la projection de l'index ^ sur 1/. 
L'accélération élémentaire se décompose en 

^K =ivde= v^-vdt^ —dt suivant m'C ou /wC, 

as p 

\^^H =z ^dt » iV ou Trw'. 
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II suit de là que 9 se compose de raccélération centripète 



v 



dv 



(^n^= — et de raccélération tangentielle 9/= -7-' 

En désignant par w la vitesse angulaire instantanée de m 
autour de C, on peut encore écrire (p„=: w'p. 

Si V est constant, 9 se réduit à 9»= w'p, ce qui est notam- 
ment applicable au mouvement circulaire uniforme (*). 

dv 
Dans le cas où le moment est rectiligne, on a 9 = -1- » ce 

qui s'applique notamment à la projection du mobile sur un 
axe fixe. 



k%. Expression, due à Huygens, de V accélération. — En 
désignant par [3 {fig. i4) Tangle formé par 9 avec la normale 

principale, on a 9«zz: — =9COs(3, d'où 

r 



/9t 



jteCT 



( * ) Applications : Projections du mouvement circulaire uniforme sur : 

i" Deux rayons rectangulaires Cap, -C^. — Les projections de <p = w'p sur 
ces diamètres sont 9/= — w'*, cp = — m^j-. Le calcul conduit d'ailleurs immé- 



diatement à ces résdltats; car, si 6 désigne l'angle formé par Cm avec (/^', on a 
par exemple ' 



dx 



d^x 



.r = p sinB, -j- = p cosôw = wjr = c^, -ry = — p sin6w* = — w^a: = ç^.. 



dt 



1° Sur un plan. — La projection tz de m sur le plan décrit une ellipse dont 
le centre est la projection de C; si r représente le rayon vecteur 0«, l'accé- 
lération de n, ou la projection de cp = o)«p sur le plan, est dirigée vers nO et a 
pour expression W = Wr. Soient i Tinclinaison du cercle sur le plan de pro- 

jection; T la durée de la révolution circulaire ou elliptique; on a w = -=r et 

pour le demi grand et le demi- axe de Tellipse, « = p, ft = pcosi*. On peut 

écrire W = ^=^ r. Mais le rayon vecteur de l'ellipse, comme le rayon du cercle, 

décrit une aire proportionnelle au temps et, en désignant par h l'aire elliptique 
décrite dans l'unité de temps, on a ica^ = AT, et, par l'élimination de T, 




W = 



4A«r 



t A> 



a*b 
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expression dans laquelle c désigne la moitié de la corde in- 
terceptée sur la direction de ç par le cercle osculateur. 

Fig. 14. 




47. Déviation élémentaire due à l'accélération, — Gomme, 
dans ce qui suit, on ne tiendra compté que des inflniment 
petits du second ordre, on pourra considérer un arc élémen- 
taire comme étant égal à sa corde, puisqu'il n'en diffère que 
d'un terme du troisième ordre (*). 



f- 



C) Soient 

OA^un arc de courbe assez petit pour qu'on puisse en négliger la quatrième 

juissance ; 
'a;, 0^, Oz la tangente, la normale principale et la binormale en 0; 
Xj X-, z les coordonnées d'un point m de A ; 
7 l'arc m ; 

le rayon de courbure, a, p, y les angles avec Oar, 0^, « de la tangente en m ; 
\ |x, V les angles avec les axes de la normale principale. 

On a {Exposition de la théorie des surfaces) 



dx 
cosa = -r-1 
d^ 


dy 
cos 3 = ^ » 
' d(5 


dz 
cosT=^^, 


. d cos a 

cos A — p -. ) 

' d9 


d cos 3 


^cosY 

COSV — p -z 

^ d<s 



Nous prendrons 9 pour variable indépendante. Nous avons, pour «.= 0, y 



= 0, 



= -ï- = o, 



a = o, P = Y = 90% X = 90-=v, jx ^ ou (ÊV^'^i^S) 



i 
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Soient {fig» i4) 7> p les intersections de la parallèle en /n' 
à 9 avec mv et le cercle osculateur. On a 



m p 



et 



d'où 



mq^ = qm' x^ qp =. qm' X m'p, 



ç^dt* 



mp= -^:__ , 
qm 

iqrn! 



d'où, pour la déviation, 

— , dt^ 
?'« = ? — • 

On arrive aussi à ce résultat en procédant comme il suit : 



par suite, en 8*arrêtant aux termes du troisième ordre, 



En diffd rentiant deux fois cos'a + cos'P -h cos'y = i, on obtient 
/dcos(x\^ /'^cosB\' /</cosy\* 

^' cos a ^ d* ces 3 rf» cos y 

d'où / 

/</'cosa\ i_ ]/■ 

et Téquation (i) devient 

(i') j- = a — 



Supposons maintenant que <j représente Tare OA et soit c = v/a:»-f-7'-+- «' 



"^j ^/"T^û^x:. o^^ ^t^Ai» 0^-4h jfJ. Hyr^ rk^^^^t*^^^^ v^^cv^^ '^Ot^r..,:,^^ 



l'|ai 



-m*. 









der 



,S..SJ..SJ..ÎÎ. 



:«-«..a.^-«, 



«-iv» .i*. .»..§. .r, iK; ^ .ft. .«. .ft. 
•'•»-•*- •Sc:é:«:-î^3;*-î= 







wim^ 
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m'q :=:^ » Les triangles mqp, mvv' donnent 

— — ; ma j mm' , . 

qp = çç ^:^ = ^ at = <p at*, 

mv ^ 

par suite m'q = 9 

Enfin ranalyse conduit rapidement au même résultat. En 
effet, soient A^, Ar, Az les accroissements de Xy y, z quand t 
augmente de rinfînimënt petit Q\ on a, en s'en tenant aux 
termes du second ordre, 

et Ton voit que la déviation est - — On a aussi pour l'accrois- 
sement de Tare 

ds' i d^Sf,. . i dif ^^ . I .. 

^^=*« + â -5^ «'=*'''+ ^5? «' = "'' + 5<P'^'- 

Les formules précédentes s'appliquent approximativement 
lorsque Q est assez petit pour qu'on puisse en négliger le 
cube. 

. Application au mouvement de la Lune autour de la Terre. 

f^lff^y^ — Le centre de la Lune décrit sensiblement un cercle et, par 
Hfiy minute, un arc de 61020™ dont le sinus verse 4°", 87 est sensi- 

A U-^ 0* 60* 

•^ ' ' blement égal h o — =.0 Donc 

^ '2 ^2 

Mais on a à peu près 4°*, 87 =z ^y par suite 

d étant la distance du centre de la Lune à celui de la Terre 
et R le rayon terrestre. C'est l'une des premières considéra- 
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lions qui ont conduit Newton à la découverte de la loi de la 
gravitation. 

4.8. Equations du moui^ement d'un point dont l'accélération 
est donnée. — En remarquant que Ton a par exemple 

-T- = --Tjf} on a pour ces équations 

. d^jc â>y d^z 

Si les composantes cpa:> 9y9 9zSont uniquement des fonctions 
du temps, on obtiendra x, j, z en fonction de t par des 

doubles quadratures ; mais^ sj (>nps rftnfftrmftnt imp^ (\^ux nii 

t rois des coordonnées, on s'en tire comme on ppiit^ Pitlft plus 
souvent pas d u tout. 

49. Théorèmes relatifs aux moments et aux aires. — Soient 
OOlLo, OOlLj, OOIL2, . . ., 031t,j les axes des moments, relatifs 
à un point 0, des vitesses successives Vo, V,, . . ., V„ d'un 
point mobile m; Pq, Pi, . . ., P» les distances de ces vitesses 
au point 0; on a 

011/0= VoPo, 01Li = ViPi, ..., 01i«=V„P«. 



Mais la droite OIVq OlVi, par exemple, est (n**20) le moment 
de Taccélération élémentaire u=:<l^odt; si donc on désigne 
par Q la distance de <!> au centre du moment 0, on a 



d\? = ^{idt, 
d'où 



(i) V„P„-VoPo 



' ^Qdt. 



En désignant par ^0) <^/»> •••> 9 les projections de V©, V,t,Osur 
un plan xOy, par Po,p,nq leurs distances au centre des 
moments 0, on a 

f ^qdt. 

Donc : en projection sur un plan l'accroissement du moment 
de la vitesse par rapport à un point du plan pour un inter- 



^^Rf^^^^JHIjggi^^iB^ela doit être, qu'une 
^Ji^^)^ii^<^'^'^«8' â'^^*^' donnent 



mise sous une 




«•'^WW!£3 forme 
rît'SÎ' «"'Si";»: 




■OIST. 

irlir de 



^'*'l::s;f; *■ - 

:i;wlit«o 

' IICï«i'S'=' 

!|^îi*'a' 



^*?si"f :>S': l'Sc •*■ l'ïîc :«■: 





■W^At -tt* •»• -*• -SE- •*• 



i^i^^: 




1 



' eos(<f, dr) d.', 



~ * s ■ s: Wt]z,\ * . ■• s ~ 

■^&^&,JBA_fK B fm^bM^Moara/fê/e à une direc- 

"î^lWl Z Z *" - 




% 



selon 



:i"f .i^ïï^|?:i:'''■- 
. w^ca n ique. — Soient 
rîgjix axes fixes Oa:, v, 

■ S? ^ys'^^'"* quelconque; 
BqKcK^îSj^C^ort aux axes mobiles 

«ta ^^ 
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OU 

-g^ = ('or — Vx et de même -^- = p, — Vj., "^ = ^« "- V^, 

Ce sont les équalions du mouvement de m par rapport aux 
Ij axes M^', M/', M^ considérés comme fixes, mouvement dans 

lequel (^ — V est la vitesse et 9 — O Taccélération. 

On voit que ce mouvement résultera dans l'introduction 
dans le système d'une vitesse et d'une accélération égales et 
contraires à celle du point M qui est ramené au repos. C'est 
c e qu'o n ap pelle imprimer au système un mouvement ég al 
e t contraire à celui de M . 

On peut dire aussi que l'on fait subir au système dans la 
position qu'il occupe à l'instant t -h dt le déplacement trans- 



latoire ■— ( Y dt-h^ — 1? égal et contraire à la corde de l'arc 



2 



décrit par M dans le temps dt, 

52. Du mouvement des projectiles pesants dans le vide, — 
Soient 

le point de départ; 

(^0 la vitesse initiale inclinée de l'angle a sur l'horizontale ^^/l^J^^^ 
0/ la verticale du point dirigée en sens inverse de la 
pesanteur. 

La trajectoire est plane puisque deux vitesses consécutives 
sont comprises dans un môme plan vertical. On a (n° 4-8) 



d'^x d^Y 



= o, 



dt^ ""^'' dt^ " °' 

d'où, successivement, 

dx djr ^ . 

-— = ç^o cosa, -j7 = — ^r -h ('o sina 
at ctt 



) 



a: = PoCOSar, )-=— ?2- hPoSina/, 




,'&CCtLËIlATIOH, ETC. 

obtient pour l'équa- 



^pfsFitVikTfSplwlûgirBfeËirécédeate, oa obtient 
Ëj&KiHilRWWMwVâ'B'Mtourbe, ou ce que l'on 

ili#iiti- 

.'A'.sf.'A'.sp.'a'.s.ç, •■ .s. 

?^S0i>7lM|f«|i^[ig!nttfJa portée atteint son 

^ESii^JiF^'^l^^ parabole prend une 
»;^jiD4É*i^^^î>biîent immédiatement 
!C^3|>^*ûe«â|tavon de courbure de la 
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CHAPITRE IV. 

ACCÉLÉRATIONS CENTRALES. 



53. Équations du mouvement dUin point dont l^ accélération 
passe constamment par un centre fixe. — Nous avons vu (n°49) 
que la trajectoire du mobile m est plane. 

Soient 

Ox une droite fixe quelconque passant par le ce 

comprise dans le plan de la trajectoire; 
/• le rayon vecteur Om; 
Q Tangle polaire mOx; 
9 Taccéléraiion de m considérée comme positive ou négative 

selon qu'elle est dirigée vers. ou en sens contraire, et 

qui est censée uniquement fonction de /•; 
V la vitesse du mobile. 

Le principe des aires ( n° 4-9) donne, en désignant par K une 
constante. 




(I) 

et le théorème du n° 50 






En éliminant dt entre ces deux équations, on obtient 



OU 



K 






dl 



= 2<pr«3{; y 



I. 



ssion du facteur - 



.VSpourra, en désignant 
substituer à l'équa- 



.iflîî"i"iîi»f|ii|«' 

if««illf 

)^^^iSiJI'rttiriNfj|'B'iH}|Btion (i), on obtient 

■-"-.ffi;!:»" - ■■ 

'^* iÂ£-*S* *™ *^* *^ *^'' 'S: *** *'^'' 



1 








s>-ff. .ff. .ff. 'Ik m. 'f " *ê' —6^ 



'7»e rfej planètes. — 
ir du Soleil obéissent 
de l'observation : 
H Soleil à celui d'une 
fpropo rtionnellement 

t-'î'jr "S" t2* "la" "on" *î" 
gaîp4\j§cIfiîi^io»i"é?*JS'^^'e de la planète passe 
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• 2*» L'orbite est une ellipse dont le centre du Soleil est un 
des foyers. 

3*^ Les carrés des durées des révolutions des planètes autour 
du Soleil sont proportionnels aux cubes des grands axes des 
orbites. 

Soient 2a, e le grand axe et rexcenlricité relative de l'ellipse 
et T la durée d'une révolulion. On a 

KT = 2Tca* v^i — e*, 
d'où 



I n- e cos B 

r a{i — e^) 
pression (3) de 9, on trouve 



En portant - =1 -;^-^ — -^^ dans le second facteur de Tex- 



= 5! 



OU, en ayant égard à (ô), 

4 TC* à^ I VL 



? = 



T» rî 



Donc l'accélération est dirigée vers le centre du Soleil et 
varie en raison inverse du carré de la distance à ce centre. 
D'après la troisième loi de Kepler, le coefficient /x est constant 
pour toutes planètes. 

55. Nature de l'orbite décrite par un point dont l'accéléra- 
tion, dirigée vers un centre fixe, est inversement proportion- 

nelle au carré de la distance à ce centre. — En faisant o =1 ^ 

dans l'équation (3), on obtient 

r I H^ __ 
d^^' "^ r ~" K* ~ ^' 

d'où, en désignant par 4 et a deux constantes arbitraires,. 

r ^ ^[^-^Acos(6 — a)]. 



' 



? 
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Il suit de là que la Irajecloire peut être une des trois co- 
niques dont le centre est un foyer et a Tinclinaison de 
Taxe focal sur 0^. Nous ne considérerons que le cas d'une 
ellipse planétaire en admettant que a est l'angle avec 0^ du 
rayon vecteur mené au périhélie. 

Si Ton compare l'équation précédente avec celle-ci, 

... i i-l-ecos(6 — a) 

on obtient la relation 

(//) K = v/|JLa(i — e«). 

En introduisant la vitesse moyenne /i = -=r de la planète et 
identifiant les valeurs (b) et (6'), on trouve 

(5) n = 

On déduit de Téqualion (4) 

, __ a(i — e')esin(6 — a) dQ __ resin(ô — a)^/0 
"~ li-hecos(6 — a)J* ""i-+-ecos(ô — a)* 

on a par suite, pour le carré de l'arc élémentaire, 

ds^— -. -T rTT[n-e«+'2ecos(e — a)]rf6* 

[n-ecos(0— a)]2 ^ ■ ^^ 

En divisant par cft^ et remplaçant respectivement -7- et K 
par leurs valeurs (i), {b'), on obtient 

(6) V'=K^-^)' * 

Si dans la formule (a) on fait 9 nz ^, qu'on substitue à K 

et V leurs valeurs (6') et (6), qu'on désigne par 26 le demi 
petit axe de l'ellipse et par /•' le rayon vecteur émanant du 
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second foyer, on trouve 

I a'^Ji — ë* ^ ab 




el, en remarquant que b-^n r cos> /'cosX, on retombe sur la 

formule connue p = ^ • 

•^ acosA 

On a donné respectivement ^diCHy^y^ — oL les noms de lon- 
gitude du périhélie^ de longitude vraie et ^anomalie vraie. 

Comme > est compris entre a(i— ^) et a(i-4-e), on peut 
écrire 

(7) r = a(i — ecoSM). 

L'angle u, appelé anomalie excentrique, est susceptible 
d'une interprétation géométrique. Soient ( flg, i6) 

Y'v^. 16. 




Cle centre deTellipse; 

m la position de la planète dont r et d sont les coordonnées; 
I sa projection sur le grand axe ; 

m^ l'intersection de la direction de \m avec le cercle décrit 
sur cet axe comme diamètre. 



On a 



/x 



a = 01 



/wOl = Ô — a, CI = « cos/Tii Cl, 
a(i — c«)cos(9 — a) 



/= -'; 



ccos(6 — a) 
"" e L i-Heco8(6 — o.)\~ e c 



^ 



1/ 



„.?ll"«WIt 




ISi' 







laS^t^'oi remplace ensuite 




joyen de la planète. 
Jranl autour du Soleil 
^njf^avec la vitesse angu- 
^^^rj^^l^instant t. La formule 

^ïSè ^T<f « .- S' - « et accen- 
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périhélie, il faut que les formules (ii) et (ii') donnent pour 
nt la même valeur en y faisant respectivement it =z o, 
^'— a = o, ce qui exige que £'==£. Alors les planètes passe- 
ront aussi en même temps à Taphélie ( w = tt, 0' — a = tt ). n 
voit, d'après la formule (ii'), que l'origine du temps corres- 
pond à 0'=£, constante qui a reçu le nom de longitude 
moyenne de l'époque. 

L'équation (4) et Téquation (8), en y supposant u éliminé 
au moyen de ( j i ), seront les intégrales générales des équations 
du mouvement, savoir la dérivée de (i) par rapport au temps 
et (2), puisque dans (4) et (8) on a introduit les quatre con- 
stantes a, e, a, e. 

Nous supposerons maintenant que 0, t sont mesurés à par- 
lir d'un passage au périhélie; alors nous aurons a=io, e = o. 
La détermination de m, /*, Q en fonction de t rentre dans le 
domaine de la Mécanique céleste (*). Nous ne considérerons 
que le cas où e est assez petit pour qu'on puisse en négliger / 

le carré, comme on peut le faire pour la Terre (^=0,017), -^1 
Uranus (| = 0,047) ^^ deux planètes intermédiaires. 

La formule (11) donne 

u = ttt-+- esin///; 
la formule (7), 

r = a(i — ^cos//0- 

La formule (8) se réduit à cos0 = cos« — esin'w, d'où 

Q=.u-\- e sinw, ou 

6 = /If -f- aesin/i/; 

on a donné à lesinnt le nom ^équation du centre, 

56. Mouvement d'un point dont l'accélération dirigée vers 
un centre fixe est proportionnelle à la distance à ce centre. — 
En désignant par fx» une constante, nous poserons 9zz:|x*r. 
11 est inutile d'avoir recours aux coordonnées polaires parce 
que les variables se trouvent séparées dans les équations du 
mouvement en coordonnées rectilignes. En désignant par A, 



(*) Voir notre Traité élémentaire de Mécanique céleste , i* édition, p. 65 et 
suivantes. 
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B, y, i quatre constantes arbitraires, les intégrales des équa- 
tions 

sont 

.r = Acos(fxr-t-Y), jr = Bsin({if 4- 8). 

En les résolvant par rapport à cos/xl, sinfx^ et faisant la 
somme des carrés, on obtient 

r«-^5î-^^sin(Y--8)g=cos«(Y-8), 

équation d'une ellipse rapportée à son centre. 
Soient 

Ox' la direction du grand axe de Tellipse; 

a son inclinaison sur 0^; 

2 a, 26 le grand axe et le petit axe de Tellipse. 

Nous aurons 

Les constantes A, B, {y — à) pourront s'exprimer au moyen 
de a, b, a qu'on leur substituera. Si 9 est l'angle du rayon 
vecteur r avec Oac, l'équation (a) se transforme dans la sui- 
vante : 

(2) r«[a»8in»(e — a) -h ^>«cos«(e — <i)] — a^b* = o. 

En désignant par e une constante arbitraire, on peut écrire 

(ù) x' = aco8([xf -h £), y = ^sin([i^ -t- e), 

y' 
d'où, en remarquant que ~ = tang(0 — «)> 

r 

(3) tang(ô--a)= -tang([JL/4-£). 

Les équations (2) et (3), qui renferment les quatre arbi- 
traires a, b, a, e, seront les intégrales complètes des équa- 
tions du mouvement. 
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Si dans 



V« = 



djc'i d/^ 



dt^ dt^ 







on élimine ^',7' au moyen de {a) et de a?'* -h /'*==:/•', on 
trouve* 



(4) 



V«= {ji«(a«-+-^>2 — /•*). ix 



On a ensuite — ^ — rr = /^«^ ou 



dt 



(5) 






rs~ = îJi«^(i). 



(*) Si cp était centrifuge, il faudrait changer les signes du second membre de 
(i) et l'on aurait 

En résolvant par rapport à e'i^* et tf~i*', puis faisant le produit, on trouve 
BB'a;»+AA>«-xr(AB-i- A'B')+(AB — A'B')«=o, 

équation d'une hyperbole. 



»•••< 
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i|j^SB.'||f||fl>«lffi!llENT D'UN SYSTÈME 



'ânM'âistt uSa SîjSi if nstant 



invariable (S) 
instant f ( /î^. .7), 




^-du sysiènie. 

li^î^;S«â»i^w>^*^^tantanée sera devenue 
jïi^'Ês^ri'^^^tour de OA', en accen- 

B5l?S^4l'ïi='^^ t>S = ÂÂ'— a^(; en 
_ _^ ^^t^c^d^^^^l^irection OB, l'accrois- 
^C^«||^^^^£ti^<)^ vitesse de m sera 
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d'où, pour raccéléralion du point m, 



-- f.>2 



(p = u)*r -h au. 

On a donné respectivement h (xdt,(x les noms d'accélération 
angulaire élémentaire et d^ accélération angulaire. Il est 
évident que les accélérations angulaires se composeront et 
se décomposeront comme les accélérations linéaires. 

Il résulte de l'expression ci-dessus que l'accélération de m 
est la résultante de l'accélération centripète due à la rotation 
instantanée et de raccéléralion due à raccéléralion angu- 
laire. 

En désignant par dy l'angle AOA', les composantes de a 
suivant OA et sa perpendiculaire seront -r-y o)-—-' Si w con- 
serve une direction fixe, a se réduit à -y- y comme cela devait 

at 

être. 

Soient n, p, q les composantes de w suivant trois axes fixes 
Ox, O7, 0^; on a évidemment 

dn dp dq 

58. Projection de l'accélération angulaire sur un nutîi^fixe U^K^ 
dans (S). — Soient ^^ 

Oj:, Ox^ les positions de Taxe aux instants ty t-\-dt\ 
Uy a, les projections du point A sur ces directions; 
a' la projection du point A' sur 0^'; 

n = Oa la composante de w suivant 0^; 

n-i- rf/i =3 Ôa' la composante de w' suivant x\ 

Comme AO.r = AOx^', on a Qa^,r=. /i, par suite a^a'^=i dn et /v^^*^*^^-^ 
enfin — — ^OA^ ^ 

dn "^"^^ *^ 



i "-=5^^ 



ainsi les choses se passent de la même |manière que si Oj? 
était fixe. 



^'S^^l-'âft'!^!!!!*-' 



ICCtLËRATION, ETC. 










e OA i 

poB-r. 



: 0^, Or, 






â'I^sff'tiiif»» 



iji 






.^.SJII 
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dations tournantes. 

ff^^ï6( système invariable 

^•3^céiérationd'un point ^ - 

iMème un mouvement^ tfjjJ 

_ ,_ iié au repos; dans cet 

.»-«' Yt «■ J'^S^ÎÏ^^^^^"'^^ ^^^ formules du 

É^^^^*^:i^^^l^I'X% l'accélération réelle 
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CHAPITRE YI. 

DU MOUVEMENT RELATIF D'UN POINT PAR RAPPORT 
A UN SYSTÈME INVARIABLE. 



61. De l'accélération dans le mouvement relatif d'un point 
m par rapport à un système invariable (S). — Soient 

Fig. i8. 







B' 




Oy 


K 


fj 


C><r^ 


cui 


A 








0' 



V, 9 la vitesse et raccéléralion à Tinstant t du point m dans 

son mouvement absolu; 
Vtf, 9c la vitesse et raccélération>u,^d*entratnement du point 

O'du système invariable (S) où se trouve actuellement m\ 

¥,.=: V — Vc la vitesse relative de m par rapport à (S); 
0) la rotation autour de Taxe instantané AB de (S); 
G la projection de 0' sur AB; 
Up la projection de V,. sur un plan perpendiculaire à AB. 

Concevons qu'on imprime à m et à (S) le mouvement de 
translation (—Ve, —9c); le point 0' restera fixe pendant 
deux éléments consljl^utirs du temps et (S) tournera instanta- 



^ 




62 PREMIÈRE PARTIE. -^ CHAPITRE VI. 

nément avec la vitesse angulaire co autour de la parallèle 
O'B'àOB. 
Le point m sera alors animé de la vitesse relative V^ et de 

Taccélération <p'=: (^ — Çe et décrira dans le temps e// Télément 

En imprimant maintenant à (S) et au point mobile la rota- 
lion — co, autour de 0B', (S) sera ramené au repos et, dans le 
lemps dty O'a sera venu en 0'a\ 

Soit aK = U^ t// la projection de O'a sur un plan perpendi- 
culaire à O'B'. On aura 

dti 

aa! = Urdt oi dt =^ 2 o) Ur — » 

2 

déplacement dû à une accélération 2a>Ur dite centrifuge 
composée. On aura donc pour l'accélération dans le mouve- 
ment relatif _ 

ce qui exprime que (théorème de Coriolis) l'accélération 
dans le mouvement relatif se compose de l'accélération abso- 
lue, de l'accélération d'entraînement changée de sens et de 
V accélération centrifuge composée. 

On voit que 2 0)11^ est le double de la vitesse de l'exlrémité 
de la droite 0'Vr= V;. autour de O'B' et que la direction de 
l'accélération centrifuge composée s'obtiendra en changeant 
le sens de cette vitesse; on peut dire aussi que cette direction 
s'obtient en faisant tourner U|. de 90* en sens inverse de la 
rotation instantanée. 

Le point m sera en repos relatif si V,.= o ou V — - V^ et si 

Les formules établies pour le mouvement absolu s'ap- 
pliquent au mouvement relatif en y introduisant les accél é- 
rations apparentes ^ c^^*^ h'ic : ccs/Uvf^ *</vyUo*^ W9!eH^AAyN>>v^*-^ • 

Soit ds-=^Vrdt l'élément du chemin décrit par m dans son 
mouvement relatif. Conime 2û).U/- est perpendiculaire à dsy 
on a 

(^) î (V;i — V)lo ) = / ? cos(«p, ds) ds — /<peCOS(çe, ds) ds. 
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Celte formule ne peut être utile que lorsque les intégra- 
tions peuvent s'effectuer. L'accélération ç^est censée connue 
îl en vertu du n°^; dans le cas où (S) tourne autour d'un axe 
fixe avec une vitesse angulaire constante, (p^est l'accélération 
centrifuge a)*r; par suite 



62. Composition des accélérations centrifuges composées, — 
1° Supposons que la vitesse relative soit une somme géomé- 
trique V;.=: i^r-^K +• • •> et soient Mr> "r> • • • les projec- 
tions de i>r9 ^r> ••• sur un plan perpendiculaire à l'axe 
instantané, on a 

U;. = «,. H- M^ -f- . . . , 

^^ d'où, en faisant tourner le système des vitesses de 90° en sens 
(^/ ;j[iverse de co, 

2*» Supposons que w soit une somme géométrique 

co ^ a>' H- to*' -t- . . . , 

et que U^, \]% . . . soient les projections de V,. sur des plans 
perpendiculaires aux rotations w', w'', On a pour la vi- 
tesse de l'index Vr autour de 0' B' 



par suite 

2a>U, == 2(o'U^ -H. . . 

3° Il résulte de ces deux théorèmes que, si V,., (ù sont deux 
sommes géométriquesy V accélération centrifuge composée est 
la résultante de celles que l'on obtient en combinant deux à 
deux les éléments des deux sommes, 

6B. Équations différentielles du mouvement relatif d'un 
point, — Soient 0^, 0/, Oz trois axes fixés dans (S); n, /?, q 
les composantes suivant Oo?, 0/, O^r de la rotation instan- 
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lériel. Si avec la main on exe rce su r ^e corps un effort F qui 
lui imp rïme _i'accél6 ration 9,^ o^ éprouvera une réaction ou 
résistance —m© égale et contraire à F. Cette réaction —m 9 
qu'oppose la masse /n à la variation de son mouvement est ce 
qu'on appelle la réaction de V inertie. On voit aussi comment 
la masse m peut être considéré comme le coefficient de la 
résistance de la matière au changement de mouvement. 
Quoique la force d'inertie n'agisse pas sur le mobile m, on 
peut cependant la considérer comme faisant fictivement équi- 
libre sur ce point à la force qui le sollicite, et c'est ce qu'ex- 
priment les équations ci-dessus. Partant de là, on voit que 
dans le mouvement de w on a 

trav. total de F -h trav. total de la force d'inertie = o, 

ce qui montre que le demi-accroissement de la force vive, 
changé de signe, n'est autre chose que le travail dû à la force 
d'inertie. 

On se rend compte de la force d'inertie en remarquant que 
pour entretenir le. mouvement uniforme d'un wagon il suffit 
de la part de l'homme d'un effort peu considérable pour neu- 
traliser rinfluence des résistances passives dont nous nous 
occuperons plus tard; plus on accélère le mouvement du 
wagon, plus la résistance qu'on éprouve est considérable. La 
réaction de l'inertie joue le rôle d'une véritable puissance, 
si, au contraire, on veut ralentir le mouvement du wagon en 
agissant sur une corde qui lui est fixée par une extrémité. 

Nous ferons remarquer qu'on peut considérer la force 
d'inertie comme la résultante de deux autres forces : Tune, 
dirigée suivant la tangente en sens inverse de l'accélération 
tangentielle, l'autre, suivant la normale principale tendant à 
éloigner le mobile du centre de courbure de la trajectoire et 
appelée pour ce motif / orcg centrifug e, 

12. Des forces apparentes dans le mouvement relatif d^ un 
point matériel par rapport à un système invariable, — Nous 
pouvons considérer les accélérations centrifuge composée et 
d'entraînement comme produites par deux forces fictives aux- 
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et, pour 


Tascension, 








r/V 
dt 


mj' 


-m^(jy. 


d'où 




• 






dt = 


I 


dW 



8i 



L'intégration des expressions (A), (B) pourra s'effectuer 
si n est un nombre entier. 

Nous allons spécialement étudier le cas de /i = 2, valeur 
généralement admise. La formule (A) peut se mettre sous la 
forme 

d'où, en exprimant que / = o pour V = o, 

V 
igt=k\og ^. 

Si Ton résout par rapport à V et si Ton désigne par z le chemin 
parcouru, on trouve 

d'où 

et, en exprimant que ^=10 pour ^3=^0, 

{2) s = --log • 

* 

En éliminant t entre les équations (i) et (2), on exprimera 
V en fonction de z\ mais il est plus simple d'avoir recours à 

I. 6 
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et, en ayant égard à cette valeur, Téquation (4) conduit à 

m 

Soit t'^ la durée de la chute; la formule (2) donne, en y 
remplaçant z par la valeur de z' et t par ^^ 

gr __gr 

d'Où 

Le produit des racines étant i, cette équation fera connaître 
e^ et e * . On devra donc prendre 

'T^ k ' 

d'où 

(6) ^.^^ Vo-^y/vrilT». 

g ^ k 

La durée totale de l'ascension et de la chute sera 

i \ ^^ ^°^ T "^ ^^ -^ — ir — / • 

15. Mouvement d'un projectile pesant dans Vair {courbe 
balistique). — La trajectoire est comprise dans un plan ver- 
tical xOy puisque deux vitesses consécutives sont comprises 
dans un pareil plan. 

Soient 

O le point de départ ; 
Vo la vitesse initiale ; 
«0 Vangle de tir ou l'inclinaison de Vq sur l'horizontale 0^ 

située dans le plan de la trajectoire; 
0/ la verticale de dans le plan ci-dessus, dirigée en sens 

inverse de la pesanteur; 
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Po = M (a.Bo + A.B. + A^.B, + ... \ ^ 

P. = M (a« B. + A, B„ + ^ilî±-^^5l^tLkBL±^V 

par suite Sa et êb. 

La première des équations (2) donne, eu égarcl aux va- 
leurs (5), 

, p ^' sin 2 9 ds 
doL = ; — : 

d'où ôa = 0, puisque les éléments de l'intégrale se détruisent 
deux à deux. Donc les axes de l'ellipse conservent des direc- 
tions fixes. 

Nous ne croyons pas devoir nous arrêter au calcul de de qui 
ne présente aucun intérêt; qu'il nous suffise de dire qu'on 
trouve 3e = o. 
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CHAPITRE IL 

DU MOUVEMENT D'UN POINT MATÉRIEL SUR UNE UGNE FIXE 



§ I. — Généralités. — Questions diverses. 

21. Une ligne fixe (déterminée, par exemple, par Tinler- 
section des surfaces de deux corps solides) est censée, par sa 
rigidité, détruire toute force extérieure qui lui est normale. 

Une pareille ligne influe donc sur le mouvement d'un 
point matériel /w, qui est assujetti à la parcourir, comme si 
elle donnait lieu à une force normale N {réaction de la courbe) 
égale et contraire à la résultante des forces détruites. Le 
point m ne peut donc élre considéré comme libre en le sup- 
posant sollicité par les forces extérieures et parla réaction N. 

Soient 

F la résultante des forces extérieures; 
¥t sa composante tangentielle; 
V la vitesse du mobile. 



(.) -^:=F. 



équation qui, jointe à celles /(j?,/, -3) = 0, /i(^,7, 5) =rzo 
de la courbe, permettra de déterminer a?,/, z en fonction du 
temps. 
On a aussi 

mv dv =Ftvdt = F/ dsy 
d'où 
^2) mP'-mp; :==:f^^as=f{Xdx-i-Yd/-^Zdz), 
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équation de la force vive qui aurait pu s'écrire immédiate- 
ment, mais qui ne peut être utile que lorsque son second 
membre peut s'intégrer ou lorsque F dérive d'un potentiel 
^{a:,y, z), et alors 

:;; = ?(-^,r, z) — ?(-2^o, Jo, 3o). 

S'il en est ainsi, la vitesse du mobile, lorsqu'il repasse par 
un même point de la ligne, redevient la même, au sens près. 
L'équation (2) revient d'ailleurs à celle-ci 

Supposons connue la loi du mouvement et proposons-nous 
de déterminer la réaction N. 

I® Le point se meut sur la concavité de la ligne. — Soient 

Frt la composante de F, suivant la normale extérieure de la 
courbe; 

Yh sa composante, suivant la perpendiculaire au plan oscula- 
teur {binormale); 

p le rayon de courbure; 

N„, Nô les composantes normale et binormale de N, la pre- 
mière étant dirigée vers le centre de courbure. 



On a 



F6-hN6 = o, F«H N,i=o, 

P 



d'où Nô, N;t et par suite N.- 
Dans le cas d'un potentiel, on a 

Nrt = FrtH- - [2cp(j?,7, a)-hconst.]. 

P 

Si Nrt devient nul, le mobile quittera la courbe à l'instant 
suivant, sauf à la rencontrer plus tard si cela se peut. Le point 
d'échappement est celui où le mobile quitte la courbe. 

2<» Le point se meut sur la convexité, t- Dans ce cas, F/i est 






1 
4 
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dirigé vers le centre de courbure el N^ en sens inverse. On a 



N„=F„ 



mi>^ 



La distinction entre les deux cas n'est pas à établir quand 
la courbe est censée formée par un tuyau dont la section est 
très petite et dans lequel m est assujetti à circuler. 

22. Mouvement d'un point pesant sur une ligne fixe quel- 
conque. — Soit z la distance du mobile m à un plan horizon- 
tal-fixe (P); on a 

Si Al, A2 sont deux points de la courbe situés à la même 
distance de (P), m aura la même vitesse absolue en passant 
par ces deux points. En admettant que m parte du repos en 
Al, il arrive en Aj sans vitesse; il repartira de As et reviendra 
sans vitesse en Ai et ainsi de suite. Le point m décrira ainsi 
une série d'oscillations entre les positions limites Ai et As. 

^23. Mouvement d'un point pesant sur un poin t incliné. — 
Soient 

i l'inclinaison du plan AB sur l'horizon ; 

A le point de départ de m ou sans vitesse initiale; 

B le point d'arrivée à l'instant t. 

Le poids mg se décompose en une force normale mgcosi, 

détruite par le plan, et en une force m^ sin / suivant le plan; 

il suit de là que le mouvement est uniformément accéléré t*t 

qu'on a successivement 

— ^2 

AB =gsïni —9 



y gsini V 



2AC 



C étant l'intersection de la verticale en A avec la perpendi- 
culaire en B à AC; d'où ce théorème (Galilée) ; Toutes les 



b 
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cordes du cercle ayant AG pour diamètre sont parcourues 
par m dans le même temps. 

Comme exercice, nous signalerons les problèmes de Sala- 
dini et de 0. Bonnet, dont les solutions sont données aux 
n°» 4 et 5 du tome VIL 

24-. Mouvement d'un point pesant sur un cercle vertical. — 
Soient 

le centre et A le point le plus élevé du cercle; 

R son rayon; 

m^A une courbe dans le plan du cercle, se raccordant en A 
avec la circonférence; 

h la hauteur d*un point déterminé m^ de cette courbe au-des- 
sus de A. 

Un point matériel pesant part de la position /Wq sans vitesse 
initiale, parcourt m^k, se meut ensuite sur la circonférence; 
soit B Tangle formé avec OA par le rayon mené à une posi- 
tion quelconque m du mobile sur la circonférence; on a, 
pour le carré de la vitesse en m, 

pî = 2^[^4-R(r — cos6)] 
et, pour la réaction normale, 

N = I [(3R cosô — 2(/f -\- R)]. 



L'échappement est déterminé par N = o, ou par 

. 2 // + R 

""'^ = 3nR-' 

Le maximum de B correspond à A = ou à = 47^45'; 
mais, en se plaçant dans ce cas (où m serait en équilibre in- 
stable), il faudrait imprimer au mobile placé en A une vi- 
tesse aussi petite qu'on voudra. 

R R 

L'angle B sera nul pour A = — et pour /i > — l'échappe- 

ment aura toujours liefi en A. 



nB;:s :■ ;-. 



■n -<- f" I--* - 
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25. if es petites oscillations du pendule simple, — Soient 

/la longueur du pendule; 

OA la verticale du point fixe 0; 

0/Wo la position initiale du pendule et^o Tangle qu'elle forme 

avec OA ; 
0/n une position quelconque du pendule; 
l'angle qu'elle forme avec OA et qui est considéré comme 

positif ou négatif, selon qu'il est situé ou non du même 

côté de OA que 0o« 

On a 



ou 



— — V smO. 



dt* l 

m 

Si l'angle do est suffisamment petit, on peut prendre 

sineo = eo(i-^) 



et, a fortiori, 

6in6 = e/'i-^V 

Si 9o £ 20**, on a 

-^^0,021, 

et, dans ces conditions, on pourra supposer par approxima- 
tion s\nô=zd, et l'on verra plus loin que, par suite de Tinté- 

6^ 
gration, l'erreur commise est moindre que la limite -^ en ce 

o 

qui concerne la durée d'une demi-oscillation. 

On a donc 

dt^ ~ 7 ' 
d'où, en exprimant que 6=6q, --r-^zo pour t^=o, 



e = eocos4/|<, 



k 



w. 



.i.gilfïiiiiii^iiÎK™- 

'5i!8i4i,l#i''fcii -■&■' 
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P'^^'H*'^'^'*^ B^S'^-om posante ci-dessus 
£§:*Jl'^£^Sljf ^|]g^§''^ I*"' exemple que ic 



JKKilionsdu mouvement 
pour la durée d'une 



gffllKip 

3a£.^fêiH'B>^'^|t^£ la position du point 




■çu, relativement à 1; 

;;g|cycIoide au sommet S ; 

•fîfa fil de longueur CgS 

•î/i, le fli en s'enrotilant 

_ _ un pendule par- 

^j^î des deux guides tels 

rmalion s'ils sont en 

manière satisfaisante 



^SKSTÎ'i3§:tgigSîtî§fe^^^w^ylindre vertical quel- 
||^£#ÊiK=i^i-^2ïiM^^ll**''g^"'e sera la même 
*^^ï§:i&P|Sûï^î^/iB'J^^?^îidrique est doncaussi 
'^*3^*§^'1''^''!S'^»S"'^"^***^'"''*"^^ ^ double 




_ J*)'^^*^^*tÉ^^ dans le vide quelle 

^^^^^^^i^â^i^f^i^i^t^trouvé au n" 2S 

îlr'S'^ Vit' Vit' Vit' 



^ 
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ce qui n'est autre chose que Téquation de la force vive qu'on 
aurait pu écrire immédiatement. On déduit de là 



/¥*- 



d^ 



/2i/8in«^- 



sin*- 

2 



Comme de est essentiellement positif, on devra prendre le 
signe — ou le signe -h selon que 9 décroîtra ou croîtra. En 
ne considérant que la première oscillation complète, on devra 
prendre le signe — et en désignant par r la durée de la demi- 
oscillation descendante, on aura 






*• rfe 



4 / sm' su 



e 
e V 2 2 



Q 9 

Comme 9^9q, on peut poser sin- = sin— sinç et alors on a 




4 / I — sin* — sin* <p 

et T s'exprime ainsi au moyen d'une intégrale elliptique de 
première espèce. 
En développant en série on a 

= iH — sin*— 8in*cp -h. . . 



4 / I — sin' — sin* cp 



Si donc on pose 



I.3.D...(2« — l) . ,„ 00 . ,„ 

2.4.6.2/2 2 ' 



7C 
,2 



uin = / sin*« <p rfçp, 



il vient 



A /g ï . ,00 1.3.5. ..(2/2 1) ^. ,„ 60 

y l 2 2 2. 4. 6... 2/2 2 
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Mais on a 

2/2—1 ... 

in — 3 






2 



d'où, en multipliant membre à membre ces relations, 

1.3.5. . Ain — i) 7c 

par suite 

^■(i4y.i„.»!-^...r'-4-»;;("— )iv„..g;H-.i. 

\2.4/ 2 L 2.4'0...2/2 J 2 \ 



2.4*0...2// 2 



,.!• 



Si ©0 est assez petit pour qu'on puisse prendre sîn- == - 
on a, en s'arrètant au second terme de la série. 



> 



iv1(-^) 



(0 On a, en effet, en intégrant par parties, 

7C 



«,„ = — / sin''*"' 9 1/ cos çp 



71 
71 



= — ( C08 9 sin*'*-* 9 )q* -h ( 2» — i) / sin*»-"^ cos*^ d^ 

7C 

= (2rt — i) / sin"»-"(p (i — sin'ç) ^£9 = (2» — i) u^n'\ — (2« — i) «,„, 




d'où w,„ au moyen de «,„_,. 



MOUVEMENT d'uN POINT MATÉRIEL SUR UNE LIGNE FIXE. IO7 

28. Mouvement du pendule simple dans un milieu dont la 

résistance est proportionnelle au carré de la distance. — Si 

dB^ 
nous nous reportons au n<*25 et si nous désignons par rnyl-j-^ 

la résistance, nous avons 

-/^=5^sme-Y^^ 
ou, en posant j = p.^, 

dO 
Si l'on pose — = w, et si Ton remarque que 

ce V 

d^^ dui _ d(si __ I dm* 
dt^ '^ 'dt ~^'M ~ 2 "50"' 

il vient 

—jr 2 Yw* -+- 2 fji' sm 6 = o, 

d'où, en exprimant que co = o pour = 0, 

L'intégration peut s'effectuer en employant la méthode par 
parties, et t s'obtiendra ensuite en fonction de par une 
quadrature. 

Considérons le cas où les amplitudes sont assez petites 

de^ 
pour qu'on puisse négliger 6^ et -j-^ devant l'unité; l'équa- 
tion (i) se réduit à 

£n négligeant la résistance, censée petite, on aurait 

G = eoCOsAf; 
en portant cette valeur dans le terme en y, on obtient 

d^B Ô^Y 

— =_jx20H-fXî-^(l-COS2[lO, 
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d'où, en désignant par M, N deux constantes, 

6 = -^ -f- -4- co82urH-Mco8uf ^-NsinuL^ 

Si Ton exprime que 9 = ^o> -tt = o pour ^ = o, on obtient 

(2) 6 = ^Oo— ^ÔJy) COS[Jlf 4---|ÏM4- icOS2|JlM, 

d'où 

(3) J=-.^(eo-|eÎY)sinHL/-^sin2HL^ 

Soit T la durée de la demi -oscillation descendante ou la 
valeur de t pour == o, on a 



COS [JLT = i { ^ "^ ^ C082 {JIT j . 



En négligeant y^o» on a /jlt= -; en portant cette valeur 



dans le terme en y, on trouve 

OoY /tt Boy\ 

COS [XT = ^ = COS f — h -^ ) 



d'où 



=M^^)=via*¥ 



On voit ainsi que la résistance du milieu augmente la durée 
de la demi-osciliation descendante. La première valeur T 

de t qui, après 9, annule -r- est T = - = tt i / — • La résistance 

n'influant pas sur la durée de l'oscillation complète, il faut 
que la durée de la demi-oscillation ascendante ait diminué, 
ce qui s^explique parla diminution de l'angle d'écart de cette 
demi-oscillation. On a en effet, pour fx^ == tt, • 

e = -0o-+-|ôjY, 

ou, en appelant 9i la valeur absolue de la demi-amplitude 
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ascendante, 

61=60— |ej Y. 



109 



Pour la demi-oscillation ascendante suivante on aurait de 
même 



/t 



6,= e,-i6ÎY, 



et ainsi de suite jusqu'à ce que les oscillations s'annulent. 
On remarquera que la diminution d'une oscillation com- 

plèle est "2 ^oy> ce qui est conforme au résultat obtenu au 

n^ 20 dans le cas où Tellipse se réduit à une droite. 

29. Mouvement relatif d' un point pesant 'sur une ligne km 
comprise dans un plan vertical qui tourne d*un mouvement 
angulaire uniforme w autour d'un point 0. — Soient 
{fig. 20) 

Fig. 20. 







0^ la verticale du point 0; 

et à l'instant t, 
OAj? la position d'un axe fixe dans le plan de la courbe; 
T l'intersection de la tangente à la position m du mobile 

avec O^; 

9 = /nO^, r =:0m, U = Omï, 5 = arcAm; 
1 Tintersection de la verticale de m avec 0^. 



On a 



z\jx = wf -4- Y) 



k 



»/• ■:•"" 
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en désignant par y la valeur initiale de cet angle; puis, 

fwT = U— Oml =U — 20/n = U — (to/ -4- Y — ^). 
et pour la composante tangentielle de g^ 

^C08(U — (1)/ — Y-hQ)' 

La composante semblable de la force centrifuge est 

ti)*rco8U, 
et, comme la composante tangentielle de la force d'inertie 



dans le mouvement relatif est 



d}s 
dt 



9 on a 



(I) 



df^ 



= ^cos(U — (0/ — Y "•- 6) + w'rcosU. 



Au moyen de réquation/(r, 0) =o de la courbe, on expri- 

mera tangU:= -y^-j par suite cosU, sinU en fonction de r 

ou de 0, et de la môme manière ds. 
L'intégration de l'équation (i) ne paraît pouvoir s'effectuer 

que dans le cas de U -h = m'Yx — const., c'est-à-dire dans 
le cas d'une droite. Admettons pour simplifier que Oj? soit 
perpendiculaire à la droite; on a 



u -h e =' 90% 



r = 



sm6 



et, en posant 



il vient 









équation dont l'intégrale est 

s= ^ cos(ajf -f- s) -h M^w f 4- Ne-w ', 

M, N étant deux constantes qu'on déterminera par les condi 
lions 5 =: 5o, ^ =: Vo pour / = o. 
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Supposons que les coordonnées ^i, /i, ^i du poinl d'ar- 
rivée Al soient données; les constantes M, N seront détermi- 
nées au moyen des équations (5), et Téquation (6) fera con- 
naître la durée du parcours t^. 

Admettons maintenant qu'on se donne seulement la durée 
^1 du parcours; en éliminant M, N entre les équations 

Ji = /(.^i, M, N), z, = /, On, M, N,), ^1 = ^(^1, M, N), 

on en obtiendra une autre de la forme <^(^„/i, ^i, ^i), qui 
représentera une surface dite synchrone. Tout arc de brachis- 
lochrone issu du point de départ est un arc isochrone. 

3'V. Une surface synchrone est normale aux arcs iso- 
chrones. — Soient (Jig. 23) AoAi, AoA', deux arcs synchrones 
infiniment voisins; Vi la vitesse en Ai, égale, à un infiniment 
petit près à la vitesse en A'i. 




Supposons que Tangle A\ soit aigu; menons dans le plan 
tangent en Ai l'élément Ai-B limité en B à AoA',, faisant avec 
AjA', un angle égal à Tangle Aj. La vitesse en B, à un infini- 
ment petit près, est égale à Vj; le temps employé pour aller 
de Ao à A,, en suivant le chemin AqBA,, est, par hypothèse, 
supérieur à ^,, et, en désignant par /' le temps employé pour 
aller de Ao à B, on a 

Vi 

Mais, pour aller de Ao en A[, le temps employé est 
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'^feyjfclpr- ""■ ■ ■*■■ 



-î«î^-s-*;i.;r|«;«: 








» ï^vâ^S/Ji'^âi^TRt: III. 

iliiS»Î4l«i.-:' 



1 



'■"îli^tif"-) 

>*3î;'ïw&^»>ê*o!l à partir de zéro, ei 

J. ,j& ,jA .JjC «jj. .«. .g. .;j. .OD . 

.■.3t».«. .«. .«. .«. .«,3: .*..». 
"^j^t^ââ^3^4&f^^^ils se rapportent rcspec- 
!É>:t»Si:<lia@'SSi:â9»^t. 

E^?iîWBV^C^cos'+ + eî sin"^) rf}- 
ftl^-»î)cos2t<it. 




et + = 
du pa{ 







;^^^ -S^&i «^SI 



^::i4:*tfv/P^ 




E*S»— ••ilî|iw»;l|.'âîl5*S!tiPiri«K m. 

i^^S'^^S'jS'ttï^WfS(S''W' '"^ ^^^ mobite autour 
iM^l)||fH^S'M'i9l(1|f 0i1lffi> (>f>nt le sens est celui 
i^i^^itt'&FbBtlir^^il?'=^i^A^i, et A, z' est 



j^lon centre A,, et dontip 



=i:^ 




t-^'j; 



IJs^c^ 



1^^: A^tFaut quand l'angle 9 esi 
^iwii4^^^'' force vive et des aires, 
^iffîï^^S^éduiseni toutes deux à 
^i!^.fS^îî^>exceplionnel, est immé- 
St^^iKKlaire constante du plan 
^■d€*NSÎ!g9A. Comme la résultante 

î35^îf^Ss^^c^«JÈÔ4à*''il*'W'ïdoit être détruite par 

^■i^t* -il '** 'W. "*' '*' '*' '*' 

'%hitl(in dea qaeaUons raivsnl«B ; 
^tmfBl d'aa point tur a 













'imf^- 




e granc 
Ibuer qu 



fil" 



nli'@:fiAlil>" 



résist 

dev 

ixe est 

calci 

âO, oii 

du g 

ent à I 

et ain: 



iDf^ial^^litges de 
lÛ^>B^ijJefj\^s faite! 
[sh^f^iî^Jîûsiiit élé 1 



i3'|i^^;Piilesse i 

■-!■:.■:•«•"•■■«"•£••«• 




.-.I 




inAPiTiii 
>rlent . 



^s^ 






*■ 

^gkgs. — 

t' '1- 



.u-r: 



. : . -ft. 



^^I||.t$3:û^^'t^^^lp^4|égligeabl6, et il vient, pjir 
[: . ■ ;^ •»• ■»• "♦" ^-f - •»• 

^§p^t^d^&\i4^^IHeasin> — » suivant 0-, et 
p5f« <|fiv|fif ^^: '♦' '** 










ii^i^||;||i| 
















mS^M iKsi>£<<9 W Ivull donc à celle-ci 




,U' <fr>. 






;|gj|/JffJ|j^ff ikkS/1^[A^ond membre de l'équa- 

" "" '" " n degré en r est plus 

lier membre; pour ce 

lhs une première ap- 

; on a 



t.». .». .». -S- .*. 'M. .«. .*. rf,. 
Ï^Ci|^i.^2|:cgi>^«||*iigaîue ^ =0 pour ( = o, 

SvS- -S- -i^ -i- -f - ^- » 41- 

f^[jy*|^fi^t#Si%ôijriIg;!ï^sxe mobile O^r', coînci- 
|^lâQË^*ân%.9^ii(^i^ilb*^imé de la rotation» de 

%-S- -1^ -IS- -IS- =t: ^: W$ 
^!1?!^^Ï@*<'@^^!?^L*!^^^ "^'"^ P*^'*^^ ''^''^ ^'*"~ 
^^K^*^:l?^li^*§J*t'i^î-|^BV<t la vitesse initiale nr, 
^^^^têp^^'.^^.^ décrit une ellipse dont 
^^asï4*|^^l^fl^i^f^)ur du centre avec la 
^^^'^^Ir^^^^^^'^ droite. 

pi s'effectuer complète- 
Sîle résistance, sa durée 




jffiit,..,. 

ni|^|JK|g-gâiW|g^^^ce du Pan- 
y ^ jpB^ $f |g^go^^|^7f9 >bser va tion , 
|^9*tSS^S^^^iili^S{^ passait et 

îlilSf^«|i^rf"s le second 
il^*^ïÈ^â**^^*^tif'>rce pertur- 

^^fsl^-iQ^fiWs (') de ce 
^ScEl^^^c|';|âqK9>ioii (c) du 

t. .âW^^^'M- 

"^ '^^S*S»^^^"**^*'^=en peut né- 





I 

I. 

irStfîillHl;»"''™"""' '"• 

ilJl^tcliliglsÂe donne 

itlStâimillIllâla pour eiïel que de 
ki&UffiiSrf* ■■■••-- •■-- ^-- 

■ri*.!;*! 



iiii'f||w(^*||'jjjf!ai 



►i«^".^H"^>a'»<«H 






* ' — lR( alii3 



&'-SAàS)^S)i !H hnaintenut 

t^Ses ou repu 
32ft>servation 
"^x points Kii 
?t'cp(/-), dai 
ce /■ de c< 

ÏI^^ZCiC&Masses de s 




;'V«^tiSans son inti 

.*^ Jf- .--. ^*»*«^»g,(,|^i[élépipè(] 

"llquoîque s< 

" en néglige 

_ le des diff< 



|l^Ë^MSu;4'^fi^^^^£^S'B le volume d'uD corps 
^i'||^ï§9il>tt^£^â^f l|^^sité (le ce corps est 

':|,fî' 

fw^ik^fîTiiWlg'Çp actions exercées par 

I''?TMl4lTSit!^69^ttrl <">^ '^'^"^''^ elles m. 
ii*'Jltfil7.1|JSttt<leinent qu'elle décroil 

""^^'C039fRfaititt:i&'tlS''S9?our des valeurs de la 

^St'tt'iClBj?nnt^â"€iiui est elle-même 1res 

^.||m^â^liiil||lili^téduiront donc à celles 

!È!^^iitStâi'„¥*^i'li^^«ais la sphère dite d'ac- 

■* * ♦ X .i.î|:-i. • ; 

^t- ?* ■*"'ii'S*^IÊr3iÇi^f*3g;(»S«î^-'''«'> système matériel. 
T^^EïT^^^ËJ^^^^^^système, d'un plan PP' 
''S?fr¥"##*ilçîi$* (A), (A'); m. m- deux 
' « )ï'''S''^'^:É^^^^f*^3^*''^'^^ ^^ manière que 
""ï_^ >~ ^^>^iîâ&^M^t^^[Ç^^an dans l'intérieur du 
F>X^"$^;S'S^^:^^^**"^ /«m'<p(/-) des m' 
■ .j •- A-'^^^^ ^'■^w^^l ^ elles-mêmes en un 
^'^r»^M^^&^t^73**^ p étant une quantité 
' ^^îl^ïi%|îcÀ^^^^^>paCili par la pensée, sup- 
■J*5jE^r^3)Si3ïpîïïï(wtar la force pda. 

lf*2?«S*â|&à|é-^n3 (A), cette force est 

'^*vS^^3^*A*"E**w W^*'*'*"* proprement dite. 

, " i. s-C^si^tgKÎ^H^lJii^rtî^-tic/ro/i ou si l'on veut 

*j^<',»'Bs'<'S*'lÈtfeiê'S'»w3^^'î<ldécompose en compo- 
'^^ 'V' '^l^ê^^ni^^S^â^pconde composante est 
-..''^^''n*'^î^bOBÏ^piW^p^u« le frottement quand 
(^ J^t/Az^'^^^^p^p'i^S^ de deu\ corps solides 
j|. 'vo- g ^^fBi-i^^^S^Ï^PÏiil^ d^>i^ 1^^ fluides en 
"* '^'^ril^i^jLÎ^^Ë^^^^s ferons abstraction du 

I i^ 7 ^^*-^ «^i«%i^â^t^vient à supposer que la 




âltiiiil 

% ». î" s ^-.î: 



-, .«.')«;«:; 

"■":l:e:i::t:i::ï:3î:: 



I 

li>MjwfenJ$;i^<-.H|}g|BE IV. 

^i9i^Wi'& J^k^tm^Sk' ^""^ "" /n<^/ne plan 
M^'^^H^'iJfl^'L^'^'^'^f ^^' '^^ même de G; 
fei^i^^iM 'Biy^'i^> fl*. la somme des mo- 
B^^*^gSf''B''»Swfte^ y i et réciproquemenl; 

jg^^JG0^«g^flp^iMq>SbÇ9tf trouve dans le plan; 
^ in'i^j'^w^Bt"* MtWï^ e( symétriquemenl 
&"A*â*to«C9<i§ï«lV«a''e rfc grai'itése trouve 

M - M - m'&'S. 

îg^^4|^^$lff}'S'^j/îl|ïem6^6^ej. — Soient 
i)B-^^l.>kiJi^^jy^ométric|.uementsem- 
lf€^i^^B*S'l H'fttre de similitude 0; 

3f>^'*«^Ëh^'jgùê|^le similitude. Siippo- 

$iH^H^)^i^op]a.^ Moelles que f^, m soient 

* ^ * ^^^%'%^''lf*^' Zi- ^1' Cl celles du 
^éî|p^^^|^K par exemple, 

•■|#^ 

Sk^'^^l^e"^'*^'^^^'^^ ^P' ^'" ^'^1^'' ^^"^ 

^.«^■îi^^ï on connait les centres 
^^quelles M peut se dé- 
ulb^rdonnées parallèles à 
~\l. On a évidemment 

. «JJ» «g» •ÔD* ^^ ^J» ^J* ^J* 
T* ^^ «1^ *ff» jè. W^W *JSw «ff B 

Ae.^&?kai^«^&i^c^^'lent comme des points 

^^'^''k^'P^'É*'^il*^f'w'^" ^^ '^"''^ centres de 
j. .jjj. .Je .JJ. "*- «31. «j|. «j(. 

^^^^^'^ '*S*'^'*â^*^^''-^ masses ^, p^', — 
ia?#^É^S^t^î^, f^'; (P) le plan per- 
i*i*^^£t^^iffilâ|3^^(^a, en prenant les mo- 





trs cen- 
lutour 



. .S«a>'llt$iai.a;â'H 

|#ii?tf;|:i:|*|! "* 
~'i<"|^«!i!|ff.iK|'|pt| 

|'^^ll'S%^'ft'£''^'>"'B en le» 
|^^^^^^Tig"âilJ|^Kn,iB inflations 

Fs-«3ill'a''S'»3*»''' <*' "" 

^eW«l«PMr^'g|i^n,ec p^ et ainsi 




:x:k3:s:j 



t par un point 



i; -5;. -4;. -4^. .^. .^. .^. .^. 



:^-.s' .*. "S" .ft. .*. .ft. .Ht. 

M^--^--^.--Bh«-«S«<£'<îWl«SJ*§S^^iê8t^,?« axes Gx.Gri, 

^##^^1: îli;*cîi- ■'»°" ■*■ "Sï'" •»■ 




•Sî-*"»' 



l4a DEUXifeMB PARTIE. — CHAPITRE IV. 

on obtient 

Wrl = 2m*r«-f- 2 2mw'rr'(cosac03a'-f- cos^ cosP'-t- cosy cosy') 
= Sm*r*-4- Zmm'rr' C08(r, r'). 

Or 

mm' = r« -+- r'* — vi rr' COS ( r, r' ) , 

par suite 

2 

= (m -H- /«'-+-... )/wr* H- (m'-^m -!-...)'«''•'*■+■. • • — ï>mm'x mm' 
OU 

-,2 

M r\ = M S /wr* — S mm' X mm , 

ce qui constitue le théorème dont il s'agit. 

Centres de gravité des solides homogènes, — Soient V, p le 
volume et la densité d'un solide; on a 

M=:Vp, m^çidrdfdz, 

par suite 

\xi = ///«c fùc df dz. 

On est ainsi ramené à considérer les centres dé gravité des 
volumes. 

Soient w un profil circulaire infiniment petit qui se meut 
normalement à une ligne que décrit son centre; s Tare de la 
ligne compris dans le volume engendré par w. On a 

d'où 

On est ainsi conduit à considérer le centre de gravité d*une 
ligne. 

Considérons un solide limité par deux surfaces parallèles 
infiniment voisines, distantes de e; o- l'étendue de l'une 
d'elles; on a 

êffxi = /s dvx ou ff J7i = fjc d(Tj 

d'où la considération du centre de gravité d'une surface. 

La détermination des centres de gravité des figures géomé- 
triques rentrant dans les programmes de Mécanique élémen- 



à. 




Ifiii! 

^.a^a allî^^i'-S'l 

; \ 

La<* tf* S* S* S* 5f..^^j.-..a.-^ 

r^ » ^ * » «..«..»,;^t ,«,.*. 
É tf tf « .4^.-4^..^..^^..^. 

ï#H:4-|:«l»i^lii 



'. " .5. * •■ Ml -* 
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f ^» ^» •" 

^f^isi ••••*■ 

iî^JfSfî^f^^^S^'âi: para 



parallè 
m de I 



iwa^s' 




- 2?gf - - 






lit: * ' ' :#f^ï'."f ^ 

t. IC -s- -w. -ft. .*• -w. 
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l46 DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE IV. 

et réqualion (3) devient la suivante 

AX«-H BY»-t- CZ»- 2H;rrXY — 2H^. YZ — aH^^^ZX = o, 

qui représente un ellipsoïde dit d'inertie, et dont les axes 
ont reçu le nom d*aa:es principaux d'inertie. 

Pour que 0^, par exemple, soit un axe principal d'inertie, 
il faut que Hyj=o, Haa.= o. 

L'ellipsoïde étant rapporté à ses axes principaux, on a 

I = A cos*a -4- B cos* p -f- C cos* y 

ou 

I = A - ( A — B) cos« p — ( A — C ) ces» y. 

I = C -f- (A — C) cos^a -+- (B — C) cos» p. 

Soient A > B > C, on voit que I < A > C. Donc I est com- 
pris entre le plus grand et le plus petit des moments d'inertie 
principaux. 

On rémarquera que 

A=B-t-C — aS mx^ < B -h C. 

Donc le plus grand moment principal est plus petit que la 
somme des deux autres, ce qui est une propriété caractéris- 
tique de Tellipsoïde d'inertie. 

m. Un axe principal d'inertie Gz relatif au centre de 
gravité est principal en un point quelconque de sa direc- 
tion. — Soient 0G = A; Ox', Of les parallèles à G^, G/ 
menées par le poirit 0. 

On a, par hypothèse, 

Or 

2 = s'-t- A, X = x'. 

par suite 

et de même 2my'^' = o, et c'est ce qu'il fallait établir. 

IV. Déterminer les points pour lesquels tous les moments 
d'inertie sont égaux. — L'ellipsoïde d'inertie pour chaque 
point se réduit à une sphère. 



DES SYSTÈMES MATÉRIELS. l^J 

Soient 

(jx, Gj, G^ les axes principaux d'inertie relatifs au centre 

de gravité G ; 
A, B, G les moments d'inertie correspondants; 
Oo?', Oy, Os' les parallèles en aux axes Gj?, G/, Gz; 
1, Y), Ç les coordonnées de par rapport à ces axes. 

Les moments d'inertie par rapport à 0^', 0/', Oz' devant 
être égaux, on a 

(4) A-hM(7i«-4-C«) = Bh-M(î«h-x') = G+M(x»-+-V). 
De 

o = Yémx'f=- ^m/ z'=^ l^mz'x', 
o = 'Lmx =I.mjr =I,mz, 

X'=X—1, / = J — 7), s'=2 — Ç, 

on déduit 

et de même 

Il faut donc que deux des coordonnées x» "n, K soient nulles* 
Soient 

les équations (4) deviennent 

A=-B-+-My«=G-HMx*; 
d'où 

C = B et 



V M 



11 faut donc que les deux plus petits moments d'inertie rela- 
tifs à G soient égaux, et alors il y a, sur le troisième axe prin- 
cipal d'inertie du centre de gravité G, deux points O symé- 
triques par rapport à ce centre. 

V. Déterminer la position des axes principaux et la valeur 
des moments d'inertie correspondants pour un point donné 
lorsqu'on connaît les moments d'inertie Ma', M 6*, Me*, rela- 






^âV^|^%g!§0§'||" /»««««( par le et 

,^S<S.'*» j A f*.% mi- S*" 

âPwC>^ËI|?l£"&^^ G:r, G/, Gs; 
^fi'S'Il^lIltl'^^ en G et G, faisan 

iifli'i -■=. 

-'^-^l^i^iâÉn^ljfclprincîpal est 




.ut.. m. 



ifffehfî* «z^> '^ï ■$• *<&' "ff r i^'° i^'o_ 

'C!i'#"É'H"i"ll"*"-^ 






t l'équation 



u^DJ^^^i^liée par le coefficient 
" "ffiiïgi îKilant à zéro les coeffi- 
£t3^f|ii<^}ious obtenons 



^^t^S4&[^^^5^ê,'^i-t^ectivement multipliées 
S^ë'^^ï'S^^^l^*^^^'^^'^ à la formule (5), on 
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Si donc on remplace l'inconnue p* par 

(7) X = p«-Aî, 

les équations (6) donnent 

Y COSa H- ï) C08 8 -h Ç COSY 



Y ces a 
(8) { cosp= 71^ 



COSY = î 



6«— X 
^cosa 



c»— X 



En ajoutant les équations (8), respectivement multipliées par 
cosx, cosTQ, cosÇ, et supprimant le facteur 

( X ces a -h iQ CCS p -h Ç ces y), 
on obtient 

y* ^* P 

(q) — ^ 1 ■ 1 2-^— =1 

ou 

( H-C«(«'— >^)(^* — ^) — («*— >^)(^*— >^)(C«— X) = o 

OU encore 

iX3+ [Aï— (aî-H ^î+ c«)] Xî 
-H[a«^«-f-^>«c«-hc«a« — (6«-i-c«)x*— (c«-h^>)7)»— (««-Hè*)Ç»]X 
-h b^c^ 5^*-+- c«a> r^«+ a*è« Ç*— a«^«c« = o. 

Supposons 

Pour 
X = — 30, le premier membre de l'équation (9') prend le signe —, 

X = C2, » » _1_. 

X = 6*, » » — , 

81 donc X,<Xî<X8 sont les racines de l'équation (9'), on a 

(.0) x.<... x.>f,, x.>^;, 



'?\01 **••' — ' " •• 

lliljiif.fsiif ;-»•+'■" 

^^Im BiMtKE9'^*C0^<.^i@^ft*il les paramèlres des 
|g^^Akfliara^J^Jm/kaifiâi|^passani par lepointO, 

^fe|;g^:Â;.ft|j|[|;iipsoide), 

ig^^^S/':S^g!"H7**^8ii?. tt^yperboloïde à deux nappes). 

^r^e/afi/s a« />0(>i( sont 
tgltt/* /£^ équations (12) et, 
gîes surfaces. Ainsi l'ase 
ii surfaces (Xi), (>j). 

.„. .* *Ï'Î^^|''S*'''^ '^^^ moments prin- 
►*||r^;^£'-l^àB£ avons deux cas à dis- 
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Les deux premières des équations (12) donnent 





.r2 






v* 
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3» 
^1 


^"^^ 


I 
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rt«- 




é»- 




4-SÎ 


a«- 


-c^-^sl 


b^- 


-c* 


-M 



et représentent deux surfaces inflniment aplaties; à la limite 
elles se réduisent à 



5 = 0, 



et Ton a, par suite, 

Ç = o. 

La relation (7) donne , 

d*oii, en vertu de l'équation (u), 

p| = a*-f- b^ — c^ 

Il suit de là que Taxe principal répondant à p3 sera tangent à 
Tellipse représentée par Téquation (i3), et sera Taxe de 
révolution de Tellipsoïde d'inertie relatif au point 0. 

2** Le moyen moment est égal au plus grand ou 'k^^=zk^^=.b^ , 
— L'intersection des surfaces, dont les équations sont la se- 
conde et la troisième des équations (12), sera représentée 
par 

(»4) ■^^Tbi-'b^^'^^ (hyperbole), 

^ = o d'où 7) = o. 

L'axe principal répondant à pi sera tangent à l'hyperbole. 

Les sommets de l'une des lignes (i3) et (i4) senties foyers 
de l'autre, d'où deux coniques homofocales conjuguées. 

Ces coniques ne peuvent se rencontrer que sur 0^ et à la 

condition que 6* = c* ; alors on a x = — V^«* — ^* > s^vec yî = o, 
Ç = o, ce qui est conforme à ce qu'on a vu plus haut. 



zJi^SÛ^t&^.^l^^l^l^^'M^es moments d'inertie 



8 SïSTËMEE HATËRIBLS. 



^^R'A cià B :CBl[9v^w&î|É*iomogène ; i/u un i 






inertie d'un vo- 



-^$ 
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CHAPITRE V. 

STATIQUE. 



§ I. — Préliminaires. — Systèmes à liaisons. 

46. La Statique est la branche de la Mécanique dans la- 
quelle on détermine les conditions que doivent remplir les 
forces extérieures, appliquées aux éléments d'un système 
matériel, pour que, étant en repos, ils ne tendent pas à se 
déplacer, en d'autres termes, pour que le système soit en 
équilibre. 

Toutefois la Statique a principalement pour objectif les 
corps solides libres ou réagissant les uns sur les autres, 
comme dans les machines. 

On est ainsi conduit, en se plaçant à un point de vue 
général, à considérer un système matériel (/n, m', ..., m', ...) 
dont certaines molécules sont assujetties à rester sur des 
courbes ou surfaces fixes. 

Soient 

^^ 7S ^' les coordonnées de m' ; 

Pj =: X^ 4- Yj -H Z\. la force extérieure qui agit sur m'; 

P^=iX^-t- Y^-hZj- la résultante des actions moléculaires 
exercées sur /n' par les autres molécules du système; 

Pi = Xj^ H- Y^ + Z^ la réaction normale de la ligne ou sur- 
face VwQ sur laquelle m' est assujetti à rester; 

3j7'-h Sy-^ iz^ un déplacement virtuel quelconque de niK 

Le point m étant en équilibre sous l'action Fc-t-F/^-Fn, 
on a 

(Xe -H X/ -4- X„) Ix + (Ye -f- Y/ -f- Y„) Sj H- (Z« 4- Z/ -H Z«) 8« = 0. 



-'l^'âl - M'-â'lKft'Ê'ââÔt-CBlAPITRE V. 

.^WWb/mt^S.'^t&^m^-Ki^'^^ établies pour les n 






forme mm'/{r), la 
posiiive ou négatiïe. 
Ira clive. 

droite mm' <ies dé- 



lUtuelles de m, m' sera 

le second terme de 

laquelle les lettres m' 



Ï,d3) soit la différen- 
tiel, Fa des coordonnées; 




^;§D sera 6?^; d'autre part, 
JE^^^sIb^'t^^^^'^ des coordonnées ou un 
|iikpijS) peut s'écrire 

Œ6r+Z„8s) = o. 

±:^ 

Teiy-situés sur les lignes oa 
pî^^ avec les liaisons , on a, 

ç'là**^ésignera par X 4- V + Z 
"'^'''BBt des forces moléculaires 
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qui agissent sur m et on ne considérera que des déplace- 
ments virtuels compatibles avec les liaisons; alors Téqua- 
lion (a) deviendra 

(4) 2(X8jc + Y8rH-Z83) = o. 

Dans le cas d'un potentiel des forces extérieures, nous 
poserons FcH-F/=V, et nous aurons 

8V = o, 

ce qui exprime que, pour Téquilibre, les coordonnées doivent 
rendre maximum ou minimum le potentiel total. 

Si la condition (4) est satisfaite, l'équilibre est assuré. Ad- 
mettons, en effet, que le système (/w, m\ . . .) tende à prendre 
un certain mouvement et que m tende à décrire Télément as 
dans un temps infiniment petit, on s'opposera à ce mouve- 
ment en appliquant à m une force q en sens inverse de às\ 
mais l'équilibre ayant encore lieu, on doit avoir 

par suite 

S^ S.f = o, 

ce qui est absurde puisque tous les éléments de la somme 
sont positifs (*). 

Soient n le nombre des points matériels, k le nombre des 
équations dites de liaison des lignes et surfaces fixes. Ces 
k équations peuvent être combinées entre elles de manière 
à obtenir un nombre égal d'autres équations, mais pouvant 
renfermer chacune les coordonnées de plusieurs points. Pour 



(*) Ce mode de dëmonstration, qui est généralement admis, nous plaît peu. 
Il nous semble quUl serait désirable, en anticipant relativement à l'établisse- 
ment de Téquation des forces vives, de raisonner comme il suit : 

« Si m prenait une vitesse ^, on aurait, en ajoutant les équations des forces 
vives établies pour tous les points du système matériel, 

Sm</*= S(X 8a? -h Y 5/ -h Z ôz), 

ce qui exige, vu (4); que les vitesses v soient nulles. » 






les k équations de 



IsP ~ 



|ljS'&1Sfâlltl|i)||?fes par x 

•Ss^asM — ta ' 



h 5a;, y + dy, 




JQs entre les 3/i variations 

tre elles k de ces varia- 

irbitraires dont les coeRî- 

|ï]ui donnera Sn — iéqua- 

.^ ^nations (5), permettronl 

*'~"n ajoutant l'équation (4) 

rEr^clivement par les para- 

■0 les coefficients de ces 



:^:^i^ :|:.|t. :|::g: 



' awa fl^* **J» **J» **J» 
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Sur ces 3 n équations, k d'entre elles détermineront Xj, X„ . . ., \ky 
et, en portant les valeurs de ces coefficients dans les autres, 
on obtiendra Zn — k équations qui, jointes aux ^ équations (5)> 
permettront de déterminer les coordonnées des m}. 

La liaison Li=o, en ce qui concerne le point m, peut 'être 
remplacée par une force dont les composantes suivant 0^, 
0/, 0-s seraient respectivement 

et dont l'intensité serait 



-'\/m-m-m 



Le cosinus de Tangle formé par la direction de cette /o/*ce, 
dite de liaison, avec Qx étant 

dx 



s/m 



i)"-(ï) 



on voit que la force de liaison est normale à la surface repré- 
sentée par l'équation Li = o dans laquelle Xy r, z sont seuls 
considérés comme variables. 

En ajoutant les équations (7) multipliées respectivement 
par 5jc, 5/, ^Zy on vérifie que la somme des travaux virtuels 
des forces de liaison est nulle. 

§ IL — Équilibre des forces appliquées à un corps solide libre. 

W. Équations d'équilibre, — Pour un déplacement virtuel 
(lu corps, les hr sont nuls, et il ne reste que les forces exté- 
rieures dans réquation 

(A) 2:(X 8a; -+- Y Sr -f- Z S^) = o. 

On sait qu'un déplacement infiniment petit du corps résulte 
d*un déplacement transitoire u égal à celui d'un point qui 



'fit. ««.iakT.%. '••'■* soiâk?. 

'@^l^ir^^^â8lSI'âflE*B d'un déplacement rola- 

gl^jt^yiEB ■,'SSttt JiaBlra^pUcement du corps esl 
m§iSflmÇ;£fi,| X., Xr' X: de « et x 
IJrt^St U jBQS#Alfi%idérer chacune d'entre 
lïl»llifr'''' ""'"■'" '"'" 

'^ï^^.ttk^tfll^^^MiLtt H translation, exprimeni 
PS^''S'<9tt'|'^lSM parallèle m enl â elles- 
^2*,»|l»«Ù|*ffl,|Je nulle. 

#i|:#^»3=S^ et de méino 

iriment que la résullanle 
S'eSh^ÈÂ' rapport au point doit 

Ëi^faites, le momeni résul- 

t»^ue 0' est nul. En effet, 

■ — lai-allèles à Ox, 0/, 0^; 

s à ces derniers menés 




^W^'ftgàji'jtlle moment par rapport 

~ "UîSS projection X + Y de la 
^^ moment Y^r — X/, 
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4.9. Des forces équivalentes. — On peut théoriquement 
substituer à un groupe (G) des forces extérieures un autre 
groupe (G') qui donneraient les mêmes termes dans les équa- 
tions (i) et (2). Les forces des groupes (G), (G') sont dites 
équivalentes. 

Les équations d'équilibre pourront recevoir des simplifica- 
tions plus ou moins importantes, si Ton peut substituer à un 
groupe (G) un système (G') plus simple. 

Il est clair que les groupes (G), (G') devront donner la 
même résultante des forces transportées parallèlement à 
elles-mêmes à l'origine et le même moment résultant 
par rapport à ce point. Il est évident que les forces de (G) 
seront fictivement tenues en équilibre par les forces de (G') 
changées de sens et que les forces de (G), (G') donneront le 
même travail virtuel. 

I. Une force peut être appliquée en un point quelconque 
de sa direction quand même ce point se trouve hors du corpSy 
pourvu qu'il soit censé lui être invariablement relié, — 
Soient 

a le point d'application d'une force P; 
h un point de sa direction; 

aa\ bb' les déplacements virtuels de a, b. 

Comme a'b'^=z ab^ les projections de ces déplacements sur 
ab seront égaux et le travail virtuel de la force P sera le 
même, que cette force soit appliquée en a et b, 

IL Des forces dont les directions sont concourantes peuvent 
être remplacées par leur résultante en les supposant appli-^ 
quées au point de concours censé relié invariablement au 
corps. 

lU. Réduction des forces parallèles de même sens. — Soient 
P' la force appliquée au point m' ou (^S yU z'); a, (3, y les 
angles qu'elle forme avec 0^, 0/, 0^. 

Si les forces P* ont une résultante R, elle leur est parallèle 
et est égale à leur somme; en désignant par ^1, /i, ^1 les 
coordonnées d'un point de la direction de R, les équa- 
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lions (2) donnent 

icospSP^ — cosa2Pj = cospRxi — cosaRji, 
cosaSP^ — C0SY2Pa:= cosaRzi — cosyRj:i, 
cosySP/ — cospSPs = cosyRji — cospR^i. 

Le produit Pa: est ce qu'on appelle le moment de P par rap- 
port au plan yOz, Deux seulement des équations (3) soQt 
distinctes, car en ajoutant les deux premières respectivement 
multipliées par cosy, cosjî, on retombe sur la troisième. Les 
deux équations distinctes seront celles de la direction de R 
en un point quelconque de laquelle cette résultante pourra 
être censée appliquée, comme cela devait être. 

En faisant varier la direction des P' sans changer leurs 
points d'application, les directions des diverses résultantes 
obtenues se couperont en un même point, car les équa- 
tions (3) sont vérifiées par 

SP.r SPj 2P3 

"^'"""sF' •^^'"■sy ^'""sF" 

Ce point, appelé centre des forces parallèles, est le centre 
des masses fictives P, P', . . ., censées concentrées en leurs 
points d'application, et sa position se déterminera géométri- 
quement en suivant la marche indiquée au n*» 4.3. 
Dans le cas de la pesanteur, où de P'=/n'^, on a 

x^ =z — Tï— > Ji == . • • j «1 = . . . , et le centre des forces parallèles 

est le centre de masse, qui, pour ce motif, a été appelé centre 
de gravité. 

IV. Réduction de forces parallèles de sens quelconque.— 
On considérera comme positives les forces de l'un des sens 
et comme négatives celles de l'autre. SiR = 2P n'est pas 
nul, les formules (3) s'appliqueront sans restriction, et il y 
aura un centre des forces parallèles. Mais il est plus simple 
de déterminer directement la résultante pour chacun des 
deux groupes de force, laquelle pourra être appliquée en un 
point quelconque de sa direction. On est donc ramené à com- 
poser deux forces de sens contraire P, — P'; en supposant 
P > P', leur résultante sera R = P — P'. 
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Soient 

0, 0' les points d'application de ces deux forces dont le plan 

sera xOy; 
I le point d'intersection de R avec Ox; 
% l'inclinaison sur 00' de la perpendiculaire dans le plan des 

forces à la direction de ces forces. 

En prenant les moments par rapport à 0', on a 



d'où 



P.OO'cosa = R.Orcosa, 



.TT^ P 



O'i = p^:rp,oo', 



et Ton est ramené à la règle de la composition de deux rota- 
tions de sens contraire. 

Si PzzzP', la résultante R serait nulle et située à l'infini, 
ce qui n'a pas de sens. On a alors ce qu'on appelle un couple. 

V. Moment résultant, par rapport à un point 0, du sys- 
tème des de uj^ forces d'un couple (P, — P). — Prenons le 
plan a:Oy parallèle au plan du couple; comme, en projection 
sur les plans zOa^, ^0/, les forces P, — P se détruisent, 0^ 
est l'axe du moment cherché ; en désignant par p la distance 
des deux forces ou bras de levier du couple, le moment ré- 
sultant sera P/?, appelé moment du couple; ce moment est 
donc indépendant de la position du point 0. Il suit de là 
qu'on peut déplacer un couple dans son plan, transporter le 
plan parallèlement à lui-même; enfin modifier les forces du 
couple, mais de manière que son moment ne change pas. 

VI. Condition pour qu'un couple (P, — P) et une force F 
ait une résultante^. — Soit l'intersection du plan xOy du 
couple avec la direction de F; (^, j, z) un point quelconque 
de là-direction de R. On doit avoir 

(rt) Far= Ra:? F^^ ^r» F5=R2. 

(fc) ViyX — Vixf = P/?, Ra:2 — R^a? = O, R^J — Ry2 = O. 

Des deux dernières équations (6), on tire, par l'élimination 
de R., 

! (R^O: — Ra:r)3= o, 

i I. II 

I 
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ce qui exige que zz=o ou que la résultante R, par suite 
la force F soient comprises dans le plan du couple. Cette 
condition est d'ailleurs suffisante, puisque F et — P se ré- 
duisent à une seule force qui, avec P, donne une résultante. 
L'équation de la direction de la position de la résultante sera 
donnée par la première des équations (è), c'e&t-à-dire par 

Fj^ — Fx j = i>. 

VII. Réduction d'un groupe de forces appliquées à un 
solide, — Soient un point du solide ou un point quel- 
conque qui lui est invariablement relié; OA la distance de ce 
point à l'une des forces F. Rien ne sera changé en appliquant 
en deux forces égales et contraires à F, et il en résultera 
une force F appliquée en et un couple dont le moment est 

F X OA . On obtiendra ainsi, pour toutes les forces, une ré- 
sultante R appliquée en et un couple résultant dont le mo- 
ment D\L est indépendant de la position de 0, et qui n'est 
autre chose que le moment résultant par rapport à des 
forces F. 

Le moment DV^ peut être considéré comme celui d'un 
couple Pp dont la force P peut être prise arbitrairement et 
dont la force — P, en déplaçant en conséquence ce couple, 
sera appliquée au point 0. Si R n'est pas perpendiculaire 
à 3fïL, les forces R et — P donneront une résultante R', qui 
ne sera pas comprise dans un même plan avec P. Donc le 
système de forces peut se réduire d'une infinité de manières 
à deux forces non comprises dans un même plan. 

VIII. Moment ou couple minimum. — Le point sera un 
centre de réduction déterminé et 0^ sera dirigé suivant R. On 
désignera par DTL le moment résultant des forces par rapport 
a 0, et l'on aura 

2X = o, 2Y = o, 2:Z=H, 

Soient 0' un autre centre de réduction dont a,.b, c sont 
les coordonnées parallèles à Oj?, Oy, 0^; DïU'le moment ré- 




Jfi.il{fiilitl|f# 




I 

/ délermineront 

Jdonl la surface est 
sphère aux circon- 
W^ons un des anneaux 
9«3iiiposer la couche. 
_.„ __.^_-^, J'ie délerminée par 
■fill^^li^^ll'iMr ^Ô. A d,^ répoud 
-^«ifltfSIJSlSiîê^"*^ ^e l'attraction 
|9||i|^fS'jftlBl^'i8pot>'' l'anneau com- 

^^'S^^^> ^^ obtient pour 
S^(^*)*i?>I^li"'li')^ si sa masse était 

P^^^ •£- # :% :^:^ :^ '£: 
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2° Ce théorème est applicable à une couche d'épaisseur 
quelconque, composée de couches sphériques homogènes 
dont la densité peut varier de Tune à l'autre des couches 
composantes. 



-■■fr.ai»s 



rique dta; soient mm' l'airo qu'il intercepte sur la surface extérieure de la 
couche ; mq = N m ^(o Télément qu'il détermine sur la surface de la sphère de 



,;. •fli; 



Fig. 29. 




N 



rayon N m ayant N pour centre. On a 



aire mm = 



Nm d<ù 



Nm dtù 



cosm'mj cosO/«N 
Le cône ayant pour sommet et pour base mm' détermine Télément de masse 



mm'epi et son attraction sur M estimée suivant MO est 



(») 



,_ - Nm tft») cosmMO 
M/pe ^z— X 



cosOmN 



Mm 



O m 0\f 

Or, de ce que la formule (i) donne pr^ =:,-^, les deux triangles NO m, 

OmM, qui ont un angle commun en 0, sont semblables, par suite OmN = mMO 
et _ __ 

Nm Ow R 

a 



Mm OM 



R» 



L'expression (2) devient, par suite, Mfpe — t/a>, d'où pour l'attraction de 

la couche sur M 

„ . R« /MM' 

M/pe — 4tc = 



a' 



a' 



i 
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II. Attraction de deux sphères de masses M, M', composées 
comme on vient de le dire. — L'attraction de M sur une mo- 
lécule m' de M' étant la même que si la masse M était con- 
centrée en son centre, il en est de même de l'action égale 
et contraire de m' sur M. 

Alors M' agit sur M suivant la loi ci-dessus. Donc les deux 
sphères s'attirent comme si leurs masses étaient concentrées 
en leurs centres respectifs. 

m. Attraction, sur un point intérieur m, d'une couche 
homogène limitée par deux ellipsoïdes homothétiques, — Soit 
xmx' une droite menée par m sur laquelle, comme on le 
sait, les surfaces extérieure et intérieure du volume inter- 
ceptent deux segments égaux dont nous désignons la longueur 
par «. Concevons un double cône ayant m pour sommet, dont 
l'ouverture sphérique û?co est infîniment petite, et à.onixmx' 
est une des génératrices. L'attraction d'un élément sphérique 
de l'un des cônes ayant pour centre m sur ce point sera 

'-^ p /•' dfù dr r= fm d(ù dr, d'où a/m ûfw pour l'attraction du 

volume déterminé par le cône. Il suit de là que les attrac- 
tions exercées par les deux cônes se détruisent et que, par 
suite, la couche n'exerce aucune action sur le point m. 
Donc : 

L'attraction sur un point intérieur m, exercée par un 
ellipsoïde composé de couches homogènes homothétiques, dont 
la densité peut varier de Vune à Vautre couche, se réduit à 
celle de V ellipsoïde passant par m. 

Supposons que la Terre soit sphérique et homogène; 
soient 

R son rayon ; 

/ la distance d'un point intérieur m au centre; 

G l'accélération absolue de la pesanteur à la surface; 

iV l'accélération en m. 

On a 

0' = /^-^P^4=|/p-, a=|/p.R, 



1: 
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d'oii 

G ' _ r 

G "" K* 

Donc raccéléralion de la gravité dans l'inlérieur de la ^| 

Terre varie proportionnellement à la distance au centre. 5: 

IV. Attraction d*un corps dont M' est la masse sur un 
point matériel M qui en est très éloigné, — Soient 

le centre de gravité de M' pris pour origine des coordon- 
nées; 

Oj, Oz deux axes rectangulaires quelconques dont le plan 
est perpendiculaire à OMo?; 

•^> y 9 z les coordonnées d'un élément matériel m de M'; 

a la distance OM. 

On a pour les composantes de l'attraction de M' sur M 



x=-/m2^^"' y=/m2 



m r 



M/w Mm ^^Vim ^1^// 



z=/m2-^ = 



Si R' est la plus grande valeur de Om, nous négligerons 
devant Tunité — r» par suite -r> -v> • • ' et nous aurons 



M m 



2 / 2 X\ 

= Om -h a^ — lax = a^ Il j 

a^ \ a I 



et comme o = 2/na7 = 2 m/ ^=^ 2 mz^ les composantes de l'at- 
traction seront 

/MM' V n 7 o 

X= — - — -—■) 1=0, Z = o. 

a'' 

Donc la masse M' attire le point M comme si sa masse était 
concentrée en son centre de gravité. 

Par un raisonnement identique à celui qu'on a fait pour les 
sphères, on conclut que deux corps très éloignés s'attirent, 
comme si leurs masses étaient concentrées en leurs centres 
de gravité respectifs. 
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Considérons deux corps M, M' formés chacun : i<> d'une 
sphère composée comme on Ta dit plus haut; 2° d'un excé- 
dent sphérique ayant la même densité que la première couche 
et dont l'épaisseur variable est très petite. Soient /jl', ix les 
masses des excédents sphériques de M, M'; les erreurs com- 
mises dans ce qui précède seront seulement de l'ordre 

R'J Rî 

fA' — , ]JL ~ , et, par conséquent, très petites, sans qu'il soit né- 

R' R 

cessaire de supposer — > - très petits. On peut donc dire que : 

c'est parce que les corps célestes sont sensiblement sphériques 
et que leurs distances sont sensiblement grandes qu'ils s* atti- 
rent com,me si leurs masses étaient concentrées en leur centre 
de gravité. 

Nota, — Nous renverrons, pour la détermination de l'at- 
traction d'un ellipsoïde homogène sur un point matériel, soit 
à notre Traité élémentaire de Mécanique céleste (F® édition, 
Chap. IIE, § III), où est exposée la méthode de Chasles, soit 
au Tome VII (Chap. V), où l'on trouve la méthode de Gauss. 

§ III. — De l'équilibre des forces appliquées à un solide assujetti 

à certaines conditions. 

51. Le solide repose sur un plan. — En ne considérant que 
tous les points d'appui qui fonctionnent, leurs réactions nor- 
males auront une résultante dont le point d'application sera 
compris dans le polygone enveloppe des appuis. Il faut, en 
conséquence, que la résultante R des forces existantes soit 
normale au plan et que sa direction traverse l'intérieur du 
polygone ci-dessus. 

S'il y a plus de trois points d'appui, leurs réactions restent 
indéterminées; si cela n'a pas lieu en réalité, cela lient à ce 
que jusqu'ici on a fait abstraction de l'élasticité de la matière. 
S'il s'agit d'un corps pesant reposant sur un plan horizontal, 
il faut que la verticale de son centre de gravité rencontre dans 
son intérieur le polygone défini ci-dessus. 

52. Le solide ne peut se déplacer qu' autour d' un axe fixe Ox. 
— L'axe est défini par deux points fixes 0, 0'; on est ramené 
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au cas d'un solide libre en faisant intervenir les réactions N, N' 

des points 0, 0'. ^ 

Soient R la résultante des forces extérieures transportées j^ 

parallèlement à elles-mêmes en un point quelconque; 3fïL le ;^ 

moment résultant de ces forces par rapport au point 0. | 

On a, en posant 00' — a, ^ 

B:i.-+-Na:-HNl. = o, R^-h N<^-H N;. = O, R^ + N^-f- N^ = o, 

OH^P = o, ce qui est la condition d'équilibre, 

Oriy— N> = o, 3TI2-+- Nyrt = o. 

Les composantes de N, N' parallèles à Oy, 0^ sont détermi- 
nées; mais on ne connaît que la somme Njî-^N!^; Tindéter- 
mination de N^;, N^ est due à ce qu'on fait abstraction de 
rélasticité des épaulements qui réalisent les points fixes {voir 
le Tome III). 

53. Le solide est assujetti à tourner autour d'un point fixe 0. 
— Cette conception se trouve réalisée par la rotule des gra- 
phomètres, la suspension de Cardan, etc. 

Si Ton désigne par N la réaction du point fixe, on a, en con- 
servant les notations ci-dessus, 

et pour la condition d'équilibre 

Ollu=:0. 



Donc, e{c. 



§ IV. — Des systèmes articulés. 



^k. Un système articulé est formé de pièces reliées entre 
elles par des tourillons ou des rotules et soumises à l'action 
de forces extérieures. 

11 est à liaisons complètes lorsqu'un déplacement d'une pièce 
détermine un déplacement unique de chacune des autres 
pièces. Nous ne nous occuperons que des systèmes à liaisons 
complètes. 

On pourrait considérer chaque pièce comme libre en intro- 
duisant les réactions des articulations, réactions qu'on élimi- 



I 






Sii'S' -■.».« 'S' m 

®||||iS"*''S' 

ijlêi 



H'^luitibre de toutes les 



elle-même en appli- 
■avail virtuel. 




:Jl)|ix^' 

' '"'^Si^oignent au\ extré- 



de gravité a du fléau 

if::'*: 

!tog^i*^4ne lorsqu'on place un 
îâjfs^eA; 

iCgïïre du fléau produite 

" "^^^ «W» -^^- «^* _^_ 44V» «w» ♦ 



■MiWMir^. 



'<^i^*i-qe' 




ce ne bascule pas, il 
jura toujours lieu quels 
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que soient P et /> si, comme sur la figure, le point a se trouve 
au-dessous de 0. 

D*après l'équation (i), Tangle Q diminue, par suite la sensi- 
bilité, à mesure que P augmente. Il convient donc de faire 
en sorte que soit indépendant de P, ce qui conduit à prendre 
a = 90° et alors on a 

pl 



i'^) 



tango = 



qe 



La sensibilité sera alors d'autant plus grande que e sera plus 
petit. Si e==o, la balance basculera; mais, en supprimant la 
masse additionnelle /?, elle sera en équilibre dans toutes ses 
positions; l'équilibre est alors indexèrent et la balance est 
dite/o//e. 

56. Balance de Roberval. — Soient {fig* 3i) ABA'B' un 
rectangle articulé aux sommets et dont les côtés horizontaux 

Fig. 3i. 




(fléaux) AB, A'B' sont assujettis à tourner autour de leurs 
milieux 0, 0'; a, a' et q, q' les centres de gravité et les poids 
de AB, A'B' qui ne sont pas nécessairement identiques, tan- 
dis que AA', BB' le sont. Le système est en équilibre et nous 
supposerons que, par des entraves, on le maintienne dans 
cette position. 
Fixons à AA', BB' deux appendices dont les centres de gra- 



vtA: 







>ieiit 0A = l, Oa = e, 
es respeclivement aut 

me prendra une forme 
iglIAfcra devenu un parallé- 
' latlce I les letlres qui se 
I^Ësignera par 6 l'angle 

des tiges 
don- 



— _Si3^ •S' Wi'^^^^^ ^ "^ horizontaux quand 
jJîît»^fe*<S*(ï§îù|àiS^Î'^faut que ja^ja', et alors 



les plateaux seraient 

^{{^jï^^t les positions de ces 

.■^Q^ï^llss de ces appendices 

it^i^a même forme que celle 

_&G£:n£B^*re, il n'y a pas lieu de 




;sc :Si' s*r^ ;ïc ;ïc ;ïc 



Soient (Jlg. 33 ) 

it en sur un couteau, 
^^^SJiteau de balance ordi- 



W«%«|Sri^Si)||é^&I^^|âit||*r de 0' et articulé en G 
!p^- ''^' '*■■ '*' '*' '*' '*" 



STATIQUE. J ^3 

DE un tablier horizontal articulé en D à la tige CD, muni 
d'un couteau reposant en F sur O'G. 

Fig. 32. 




Supposons que Ton place sur le plateau un corps dont le 
poids est P et sur le tablier un poids Q qui fasse équilibre 
à P, sans que AB cesse d'être horizontal. 

La condition qui doit être remplie est que, pour un dépla- 
cement angulaire dO de AB autour de 0, le tablier reste hori- 
zontal. 

Le déplacement de B et G est ÔB 50 ; celui de F ^=^ x O' F; 

O'G 



ce dernier déplacement devant être égal à celui OC dO de C 
et D, on a 



d'où 



PB X O'F 
O'G 

ÔB 



= 0C, 



OC 



O'G O'F 



ce qui exprime que 00', CF doivent rencontrer BG en un 
même point I; la position de F sera donc déterminée si Ton 
se donne celle de C. On a maintenant 

Pxav88=QÔG80 ou P x ÔÂ = Q x ÔC . 

Le système se réduit donc, géométriquement, à la ro- 
maine AOC. 



'ff- 33) 






ux, <iont les cùlés 
es pivols placés aux 





#. .». .». .«. .«. .«."»■ 



w ., ^Ç'^?*eï'ïït'^'""® ^'Se ÏC parallèle 

,_ <ffî>>^i^'€^*^'^^^^^'^^'^^ "" (bouleau sur 

'w^^^^^'SS'^^'S^^-^-^ ^''i^"gl^s isoscèles; 

'""'^^iAi^^û^^î&çl^cale CD arliculée en I) 

^HUt^ol^'j'^'t^c et terminé en E 



Ifiêêl 



s sommets de la caisse 
!qui supportent un la- 



uiaires à la tige IC 
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suivant laquelle on peut les faire glisser, qui permettent, à 
la suite de quelques tâtonnements, d'assurer l'horizontalité 
du fléau du lablier lorsque la balance n'est pas chargée; 

e la distance des points ^aux côtés correspondants de la caisse 
perpendiculaires à AA'; 

h la hauteur des triangles isoscèles; 

P un poids placé dans le plateau qui fait équilibre à une 

charge Q déposée sur le tablier; 

___ • 

<59 un déplacement virtuel de IC autour de aa,. 

ÏC 

Le travail virtuel de P est P x jrrr^^.OE; celui de Q, 

Q X -j-àO X e, d'où, en égalant, 

P _ fj XQi) e 
Q ~ iÔ X ÔK /' 

59. Pont-levis à flèche. — Cette construction {fig- 34) se 
compose essentiellement du tablier AAi et de la bascule 
BiBC ayant respectivement la faculté de tourner autour de 
deux axes horizontaux parallèles A, B. 

FiK- 34. 




Les deux sommités Ai du tablier opposées à A sont reliées 
par des chaîiies, aux extrémités deux poutres appelées yZèc/ie^^ 
formant la partie extérieure de la bascule de manière à déter- 
miner un parallélépipède quand le tablier est horizontal; 
il est clair que, quelle que soit la position du tablier, la figure 
ne cesse pas d'être un parallélépipède. Les flèches se pro- 
longent de l'autre côté de l'axe B et forment les côtés laté- 
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raux d'un châssis faisant contrepoids et qui peut recevoir 
des masses additionnelles. 

La condition que doit remplir le système est d'être en équi- 
libre pour toutes les positions du tablier. 

Nous pouvons supposer que le système est réduit à sa pro- 
jection sur son plan vertical moyen. 

Soient 

G, H les centues de gravité du tablier et de la bascule dans 

une position quelconque; 
P, Q les poids de ces deux pièces devant lesquels ceux des 

chaînes sont négligeables; 

GÂ=:R, BÏÏ = R'; 



a, cf! les angles de R, R' avec AAi, BC; 

rinclinaison de AAj, BG sur les horizontales kx, Bj?' de 
A,B; 

^^ un déplacement virtuel de AAi. 

L'équation du travail virtuel est 

PR cos(e — a) 80 — QR' cos(a — 0) 80 = o 

ou 

PRcos(0 — a) = QR'cos(0 — a')- 

Gomme cette relation doit avoir lieu quel que soit 0, il faut 
que a = a', et comme on a alors 

PR = QR', 

le centre de gravité du système se trouve en un point fixe 
de AB. 

60. Du genou, — Cette machine ^fig* 35) se compose 
d'une manivelle AB mobile autour d'un axe horizontal A; 
d'une bielle BC articulée en B à cette manivelle, et dont 
l'autre extrémité C est articulée à une pièce qui doit agir par 
compression sur un corps. L'articulation C est assujettie à 
glisser dans une rainure dont l'axe de figure passe par le 

point A. Une force P agit à l'extrémité E d'une pièce DE in- 
variablement liée à AB, et produit en C l'effort de compres- 
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sion Q ; de sorte que P et la réaction 
équilibre sur le système. 

Fig. 35. 
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Q doivent se faire 








Soient 

le centre instantané de BC ; 

1 le pied de la perpendiculaire abaissée de A sur la direction 

deP; 

Pour un déplacement virtuel de AB, le travail de P est 

ÂB 



P X AI M et celui de Q, Q -=r dO x OC, d*où, en égalant, 



ou 



O — = — = P X Al 
BO 



PxAI = QxAH, 



H étant l'intersection de la perpendiculaire en A et AC avec 
la direction de BC. 
On voit ainsi que, si la manivelle est très courte par rapport 

à la longueur de la bielle, la force P produit un effort de com- 
pression relativement considérable. 



§ V. — Des systèmes funiculaires. 

61. Si Ton conçoit un corps élastique soustrait à l'action de 
toute force extérieure, on dit qu'il est à Vétat naturel. Une 
corde, dans cet état, est assimilée à un cylindre homogène. 
On peut supposer que le cylindre est couché sur un plan 



I. 



la 
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horizontal qui neutralisera, à très peu de chose près, les 
effets de la pesanteur. 

Considérons une corde OA fixée en 0; si en A, suivant 
Taxe, on exerce une traction P, la corde s'allongera jusqu'au 
moment où l'équilibre s'établira entre P et les actions molé- 
culaires développées dans la masse de la corde; mais l'allon- 
gement relatif à P est très petit et peut être négligé. La 
force P est égale à la résultante des pressions élémentaires 
développées dans une section, résultante qui sera, par consé- 
quent, une pression négative qu'on appellera ici tension. Si 
l'on supprime l'action de P, la corde reviendra rapidement à 
sa forme primitive, ce qui caractérise la propriété physique 
de Vélasticité. Ce qui précède suppose, comme on continuera 
à l'admettre, que P ne dépasse pas une certaine limite au 
delà de laquelle, si l'on supprimait celte force, la corde ne 
reviendrait plus à sa longueur primitive, tandis que, en la 
maintenant, l'allongement irait en croissant jusqu'à ce que la 
rupture se produise. 

Si l'on admet que P change de sens ou devienne une com- 
pression, en raison de la grande flexibilité de la corde, il n'y 
aura plus de forme d'équilibre bien définie, et le point d'ap- 
plication A viendra coïncider avec 0; une corde diffère en 
cela d'un prisme élastique qui subit seulement une réduction 
dans sa longueur. 

On pourra faire abstraction de la section de la corde, pour 
ne considérer que son axe, ce qui revient, si Ton veut, à sub- 
stituer un y?/ à la corde. 

62. Forme d'équilibre d'un polygone funiculaire XiXi...Kn 
{fig. 36). — On peut réaliser comme il suit un polygone de 
cette nature. Les points Ai et kn sont les extrémités d'une 
corde; en Ai, Ag, . . . , A„ sont noués des cordons, suivant les- 
quels s'exercent les tensions Ti, Pi, P2, » ■ », Pn> --T„^_l. On 
se donne les longueurs A1A2, ..., A^_iA„, et les forces Ti, 
Pi, . . ., P„; il s'agit de déterminer la forme d'équilibre du" 
polygone et la valeur de T;^.! qui convient à l'équilibre. 

On désignera par T,^_i la tension du côté A,A;_hi agissant 
sur A/H-i. 
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'79 



Les tensions T,, — T,_hi devant faire équilibre en A/ à P„ la 
tension T/+i {fig. 36 bis) est la résultante de T/, P/. Portons 



■•.-•1 



Fig. 36. 



Fig. 36 his. 




tv*t 



'■X>*2 




V*l 



ru 



à partir d'un point arbitraire (Jîg- 36 ter), et parallèlement^ 



OT'i = T, , T', l\ = P, , n T', = Pi, 



T' T' P 



Nous voyons que OT/^j représente T/_j.i, et OT^^^ la ten- 
sion extrême cherchée — T„4.i changée de sens. 

Fig. 36 ter. 




Pour construire le polygone funiculaire, on mènera A,A2, 
dont la longueur est donnée, parallèle à OT^; AjAs parallèle 
à OT'j, et ainsi de suite jusqu'en A„; Ja parallèle en A;^ à 
OT',j^.i sera la direction de Tn-^^. 

Les forces Ti, — T;,+i font équilibre aux forces Pi, Pj, . . ., 
Pn sur le polygone considéré comme rigide; car, pour un dé- 
placement virtuel de ce polygone, compatible avec Thypo- 
thèse de sa solidité, il ne reste dans Téquation du travail vir- 
tuel que les forces — Tj, P,, . . . , P„, Tn+\. 
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Si les forces T,, Pi, Pj, . . . , P» sont parallèles à un plan, le 
polygone funiculaire sera compris dans un plan parallèle au 
précédent, et alors la force résultante Tj, — T„+i sera égale 
et contraire à celle des P, ; de sorte que les directions de Tj, 
— T„+i se couperont sur la direction de la résultante des P^. 

Lorsque les P^ sont parallèles, le polygone funiculaire est 
plan quelle que soit la direction de T^; et laligneTi-T2...T';j+j 
(/i^. 36 ter) est une droite. Si tous les P, ne sont pas de 
même sens, il faudra y avoir égard dans la construction de 
\di Jîg> 36 ter; ainsi, par exemple, si P, est de sens contraire 

à P, il faudra porter T; T; — P, de T; vers T;. Dans le cas où 
les P, se réduisent à un couple, les points T'j, T'^+i coïncident; 
enfin si le bras de levier du couple est nul, le polygone funi- 
culaire est fermé. 

63. Application à la détermination du centre de gravité G 
d* un système de corps mj, m^, ..., m,,, dont les centres de 
gravité respectifs g^y g^y . . . , ga sont compris dans un même 



Fig. 37, 




fn/ 




tv*-l 



'TV 



rif 



t 
SP. 



gn 



plan. — Appliquons, dans le plan, aux points gu ga • • • 
des forces Pi, Pj, . . ., P;^ {Jig. ^7) parallèles entre elles et 
proportionnelles aux masses m^, m^, ..., m„. Par un point 




|:f: 
"311». s. .s. 




,-t|K|(a3;«iliÇ^ droits 
VK^^il^î^^l^'c^SIes ont J 







SËig^iMfr'^>Ail§fraj||îp9>>2tfil sui' les tiges. Il 
V^MifiîS'^^^'^^tvIKrâ^*^"^ ^'^ funiculaire 

Pi p«ir. — Le nombre 
i|6té du milieu A(A„ 

i' (Slf§|'B'B'||-tïSS!' Iioljgone à partir 
MllV^I'nmWquos du poljigone: 
'HSVm'S*'**? Çpoinl A, dirigée en 

isttt «%.<»:'■ !êî 1 1 

^^^w^^'^'fs!*'' ''^ point Ap pour 
fiîgIi^LtBpXa3»©olj'gone est en équi- 

-if ft , 

— wf ^^^j"^^-®^^**"!!? sommet de cliaque 

Ë^^^'t^^K*^^?^^^'^ tension Tg étani 

E^ffcw'^^^^^É^'' ^^ permettra de 

S^C3Iib^r^l4^<^ tensions des autres 

kâi^ffik'^3/^b>£^rSi) rimant les indices. 




, , yr y ^fi^-rv^^'^-n^^g 
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équation d'une parabole passant par les sommets et qui, 
étant construite, permettra de déterminer facilement la 
forme du polygone funiculaire. 

2® Le nombre des tiges de suspension est impair, — Le 
nombre des côtés étant pair, il y a un sommet Aq au milieu 
du polygone et dont la verticale est un axe de symétrie. 

Soient 
Ao, Al, . . ., An les sommets de Tune des deux parties symé- 
triques du polygone, le dernier se trouvant au sommet du 
pilier; 
To, Tp les tensions de côtés AqAi, A^ A;,4.i; 
XpZ=Lpl, fp les coordonnées de A^ par 'rapport à l'horizon- 
tale de Ao et à la verticale de ce point dirigée en sens 
inverse de la pesanteur. 

Les tensions égales Tq des côtés aboutissant au point A©, 

faisant équilibre à la force P appliquée à ce point, la compo- 

p 

santé verticale de Tq est — • Nous désignerons par TJ, sa com- 
posante horizontale. 
En prenant les moments par rapport au point A^, on trouve 

P Pfoî 
(4) Tijp=P/-+-Px2/-+-...-t-P/?/ p/= ^ 



2' '2 



d'où 

p//i* 



(5) Ti = 



'^Jn 



En exprimant p au moyen de ^^, puis supprimant les 
indices des coordonnées, l'équation (4) devient 



P^2 

r = 



2/To 



équation d'une parabole passant par les sommets. 

Les tensions des côtés se détermineront comme on Ta dit 
plus haut. 

65. Courbes funiculaires. — Supposons que tous les élé- 
ments du fil soient sollicités par des forces de même ordre 



^pBiB. - — - 



as V. 

affectera une forme 




faire équilibre aux 

f~~L par suile é/re com- 

ip^ti osculaleur est per- 

tAârbe est plane. 
i^tgSt^ulaires de P, dont la 
lïîgSngle de contingence 

^isP,rfs et T+^ds. 






cùi \ as as ds / 



d'où 



-y- T -^ -4- X = o et de même 
as as 



d dz 

^T5^ -hZ =0. 

ds ds 

Les équations de la courbe s'obtiendront par Télimination 
de T entre les équations (3). 

De ces mêmes équations (3), on déduit facilement les 
équatioas (i) et (2). En effet, soient 

dx ^ dy dz 

cos a = -=- ^ cos S = -i- > cos Y = -r 
ds ^ ds ' ds 

les cosinus des angles formés par la tangente avec Ox, Oy, 

Oz; 

K d cos a 
COSA = — j » COS(X = ..., cosv=... 



les cosinus des angles formés par la normale principale avec 
0^, O7, 0^. 

En ajoutant les équations (3) multipliées respectivement 
par cos a, cos [3, cos y, on trouve 

rfT 

•^- ( cos* a + cos* p -h cos* Y ) 

H — ^(cos*a -i- cos* p H- cos* y) -i-Xcosa 4- Ycosp -i- Zccsy = o, 
ce qui n'est autre chose que Téquation (i). 



y 



^ 



i 



:■ i 



^^ 



1. \ 



I 
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• . '■ • • '^ 

Ces deux équations jointes à celle qui exprime que le plan ^| 

osculateur renferme P donneront, par l'élimination de T, | 

celles de la courbe rapportée à trois axes rectangulaires. j 

^^ ^^ ^^ ^ 

On peut opérer autrement : en posant P r= X -h Y -+- Z, on 

a pour la condition d'équilibre du point b suivant 0.r, 



fljïfi'f'iSii*' 

-.s.IlBI-^'î-î " 




rfj7 + Y dy -I- Z rfs est 
lira plus à considérer 

i^^cœ premières des équa- 



^ ^^ îK"^* îk'ï^; '^-■~ 



f^-^^L 



- ;*: 







Si»' 
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En projetant les forces qui sollicitenl l'arc mf^m sur Oo? et 
sur la normale en /n, on a 

(a) T cosa = To, 

{b) Tosina = co8a / ^ ds. 



«.'0 



On tire de la seconde de ces équations 

(6) tanga = ^ f Vds, 

lo Jo 

C0S2 a 

(7) Vdx =To — » 

cosa 

( 8 ) ? djr —Tq 

Nous avons maintenant deux cas à examiner : 
1° P ne dépend que de y, — L'équation (8) donne 



cosa Jo./.. ^' 

et, en posant 



cosa Jo^,. 

J 






M 

In , 

on a 



d'où, pour l'équation de la courbe, 



4 /M^-. 



1^ P ne dépend que de x, — L'équation (7) donne, par l'in- 
tégration, 

i-H sina tt /* ^dx 
cosa * 



STATIQUE. 1 89 

d*o.ù, en représentant par N le second membre de celle éga- 
lité, 

N2_, dy 

tanga=----=^^. 



et enfin 



I r''w-\ , 



«.'0 



67. Chaînette. — On désigne ainsi la forme d'équilibre d*un 
ni pesant, dont les extrémités sont attachées à deux points 
fixes. 

Nous dirigerons Taxe O7 en sens inverse de la pesanteur, 
et nous le ferons passer par le point le plus bas iuq de la 
courbe, où la tension désignée par Tq est horizontale, la posi- 
tion de Torigine restant indéterminée. Nous désignerons 
par/? le poids de Tunité de longueur du fil. 

Soient {fig. 89) 

Fig. 39. 




T la tension au point m dont les coordonnées sont x = OP, 

a son inclinaison sur Ox; 
s l'arc rriQm; 

p = -y- le rayon de courbure en m. 
Les forces — Tq, T, ps se faisant équilibre sur le point m, 
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on a, en projetant sur j: et la normale en /n, 

(a) Tcosa = To, 

To sina = /?.vcosa; 

et, en posant 

(6) «=I% 

P 

la seconde de ces équations donne 

» 

(i) .ç = rttanga. 

On déduit successivement de Téquation (1) 

(2) -7- ou p = — — , 

/ox ^ / • û?cosa 
( 3 ) «r = a.y sin a = — a r— j 



( 4 ) tilr = rf.y cos a = « 



cos^a 
ces a 



En déterminant la position de O par la condition que 

■ MM I — É 

/WoO = a, l'équation (3) donae 



(5) J= " 



cosa 
Soit K l'intersection de la normale avec la circonférence 



décrite sur le diamètre mV=:y; l'équation (5) donne /nK=:a. 
Donc la projection de l'ordonnée sur la normale est con- 
stante. 
Soit G rintersection de la normale avec Oo?; on a 

mG = -' — = - — r- = p. 
cosa cos*a ^ 

Donc le rayon de courbure est égal à la normale (' ). 



- ( * ) Cette propriété étant caractéristique, la chaînette est le lieu du foyer 
d'une parabole roulant sur une droite. G^est par inadvertance que, au bas de la 
page 338 du Tome VII, on a admis cette restriction que G est uffe constante posi- 
tive, car elle peut être de la forme ^^~^\y comme le prouve la suite des calculs. 
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On déduit de l'équation (4) 



(6) a:=rtlog 



d'où successivement 



I -I- tang - 

a 
I — lang - 



a 



(7) tang- = 



JC 



2 



> 



„=iG^-.--«)=t. 



(8) tang.-^,. „ ,-^ 

Enfin l'équation (8), en se rappelant que/=:a pour x^Oy 
donne pour celle de la courbe 






Soit n l'intersection de la tangente en m avec la circonfé- 
rence décrite sur le diamètre m P; on a /n/i=:PK=za langa=:5. 
Donc la projection du pied de V ordonnée sur la tangente est 
un point de la développée (tractrice) de la chaînette. 

On a 

r c^ dx c^ 

aire //iwo OP = irdx = a 1 = a 1 ds = mK . mn = oivemn PK, 

J Jo COSa J^ 

d'où un théorème que nous nous dispenserons d'énoncer en 
langage ordinaire. 

Soit /i l'ordonnée du centre de gravité de l'aire déterminée 
par deux ordonnées symétriques par rapport à Oy, l'axe des a: 
et la courbe; on a, en désignant par s Tare intercepté, 



Jo ^ Jo ^^s^a cosa J^ 



* doL 



cos^a 
Si /j est l'ordonnée du centre de gravité de s, on a 

2 

* , . r* I doL . r* doL 



Jo Jo cosa cos^a J^ 



COS^a 






f^iî^^^^ de navire, maintenue 

li^QSl'iï) la direction du.venl. 

i indépen- 

î aux vergues. 





l^^^l"WvS^^^W^^«@£'*£«st verticale; Oz Qstni 

^(&!^1': "»• ■»• ■»•■ 'ïr "«•-2. "»• 
'ïgr^S^. .g. ^- «g. -f^^sT-g. -jj. 

^^^l4^CjjfÎ3^''S^4gkùf£rià32tlI^ le diamètre Om,. Di 

tr.^^.^. .Jj[. .J[. .Jj{. .^. .JjJ. .^, .JJ. -Y- 
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que la pression exercée par le vent sur un fil lui est normale, 
et qu'elle est proportionnelle au carré de la composante nor- 
male de la vitesse V du vent. 
Soient 

Oy un axe dirigé en sens inverse de V; 

yOo! un plan perpendiculaire aux vergues dont les traces 

sont A et B ; 
ce rinclinaison de la tangente sur Ox. 

On a, k étant le coefficient de la résistance, 

P^ = o, Prt = — AV^cosa; 

d'Où 

— - = o ou . T = consl.. 
ds 

T^ = AV*cos*a. 
as 

En posant a = -=^, la dernière de ces équations donne 

, da 

as = a 



ces* a ' 



d'où, en mesurant s à partir du point de la courbe où la tan- 
gente est parallèle à Oo-, 

s = a tanga. 

Cette courbe est donc une chaînette dont l'axe extérieur est 
parallèle à Ox. 

Proposons-nous maintenant de déterminer les éléments 
d'une chaînette lorsqu'on se donne les positions /?ii, m, des 
deux points d'attache, le premier étant censé plus élevé que 
l'autre, ainsi que la longueur / de la chaînette entre ces deux 
points. 

Soient (Ji^- 4o) h, k les distances verticale et horizontale 
de /Wj, /Wj. 

La figure suppose que le sommet inconnu /w© se trouve en 
dehors des verticales de m,, m^. Le" calcul rectifiera cette 
hypothèse quand il y aura lieu. 

I, i3 



3 

■ ■-i 






<^.'.,- "T ' 
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En désignant par x^, 7, les coordonnées de mt par rapport 




aux axes Ox, O7, dont la position est à déterminer, on a 

(Xi JT, jTi — A y^ — Ar \ 



/ 



Si Ton pose 

(9) 
il vient 

(10) 






a 



k 



/iul = -(X — i)(wî— X), 



9. 
a 



lui = -(X — i)(w»-4-X); 
d'où, par division, 

(il) 






En portant cette valeur (n). dans la première des équa- 
tions (10), on obtient 



(12) 






mais la seconde des équations (9) donne, en ayant égard à la 
valeur (11), 



(i3) 






et l'équation (fa) devient par suite 
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d'où Ton déduit u; Téquation (i3) fera ensuite connaître a, 
puis la première des équations (9) la valeur de a?2, et enfin jj 
se déduira de Téquation de la chaînette. 

La valeur de y^ déterminera la position de 0^; celle de a?, 
la position de j. 

Selon que ^2 < ^9 le sommet m^ sera situé comme dans la 
Ji^. 4o, ou se trouvera eatre les verticales de mj, m^. 

68. Fil dont chaque élément ds est sollicité par une force 
verticale p dx proportionnelle à sa projection horizontale dx. 
— Soient 

Ox la tangente au point le plus bas 0, 0/ étant dirigé en 

sens inverse de/?; 
xzzzOn, yzi^mn les coordonnées d'un point quelconque m 

de la courbe ; 
1 rinterseclion avec 0^ et a Tinclinaison sur cet axe de la 

tangente en m ; 
To, T les tensions en et m. 

Il faut, pour l'équilibre, que I soit le milieu de On, ce qui 
car,actérise la parabole. 

On arrive aussi d'ailleurs à ce résultat en prenant les mo- 
ments par rapport à m, ce qui donne 

Enfin, si Ton projette sur la normale, on a 

ToSina = /)j;cosa 

ou 

px dr 

d'où l'équation précédente. 

69. Forme d' équilibre d^un fil plan soumis à une pression 
normale, — On a 

/TV 

P^ 5= o = -j- , d'où T = const. 
ds 



à 
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Nous supposerons que la pression soit de la forme 

T 

expression dans laquelle a, b, c sont des constantes. Comme 
en changeant les axes coordonnés, P^ conserve la même 
forme, on peut supposer que Ojc est tangent à la courbe, et 
l'on désignera par a Tinclinaison sur cet axe de la tangente 
au point (Xy 7). 

T 

De l'équation — hP^^i o, on tire successivement 

P 

En multipliant la dernière de ces équations par da, et inté- 
grant, on obtient 

(2) -T-r = a sina — /»cosa -h consl./i. 

ds^ 

On a « = pour ^==0, / = o, et les équations (i) et (2) 
donnent 



( doL\ _ c 



(a=--*' 



\ds/o 2' 

d'où 

(3) A- = ^-h^. 

4 

Si Ton pose 

A = /a sina — b ces a -h A , 

l'équation (2) donne successivement 

(4) '^*=T' 



(5) 



"1 A 
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par suite 



(6) 



/*cosa , 
— rfa, 



/*sina , 



On reconnaîtra facilement que les équations (6) peuvent être 
remplacées par les suivantes : 

* (fl'sina — ^cosa -h k — h) 



ajr 






(7) \ J^ s/a sin a — ^ cosa -f- k 



= / A flfot — k \ — = 1 ^doL — ks. 



' --r-> / A ^a qui entrent dans la seconde 

»/d 

des équations (7) se mettent facilement et respectivement 
sous la forme des fonctions elliptiques de première et de 
seconde espèce. 

Admettant qu'un filtre soit composé de fils disjoints par- 
tant du sommet 0, on a, en appelant II le poids spécifique 
du liquide, h la hauteur du niveau, 

P„ = _n(/.-j), 
et alors 

a = o, — = — n, — = n//, 
2 '2 

d'où la forme de la section méridienne du filtre. 

70. Forme d^équilihre d*un fil dont les éléments sont solli- 
cités par des forces proportionnelles à une fonction de la dis- 
tance à un axe fixe, normales à cet axe, — Soient 

0^ Taxe; 

r la distance d'un point m de la courbe; 
Q Tangle formé par le plan zOm avec le plan zOx; 
f\r) la force extérieure considérée comme positive si elle 
est dirigée de 0^ vers m. 
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En désignant par A une constante, l'équation (4) du n° 65 
donne 

(a) T=-/(r) + A. 

Le second terme de la première des équations (5) du 
même numéro étant nul, nous avons, en désignant par B 
une autre constante, 

j, a;d)r —jr dx __ ^ 
ds 

ou 

as 

En élevant au carré et remarquant que 

ds^ = dr^ -+- r» rfe« -h dz*^ 

on trouve 

La troisième des équations (3) du n<* 65 nous donne, en 
désignafit par C une troisième constante, 

ds 

d'où, en élevant au carré et remplaçant ds^ par son expres- 
sion, 

En portant cette valeur dans Téquation (6), on trouve 

d'où, par l'élimination de T au moyen de l'équation («), 

Bdr 



d^ = 



±r\/r»{[A — /(r)]î— G*j--B« 
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L*équation (c) donne par suite 

(B) dz = 



La solution du problème se ramène ainsi à deux quadra- 
tures. 

L'intégration des équations (A) et (B) introduira deux 
nouvelles constantes M et N. Nous avons donc à déterminer 
les cinq constantes A, B, C, M, N. Nous affecterons respecti- 
vement des indices i et 2 les <M>ordonnées r, 0, z des extré- 
mités du fil qui, comme la longueur / du fil, sont des don- 
nées de la question» £n exprimant que 

6 = 61, z = zi pour /• = /•!, 



=XV'-' 






nous aurons les cinq équations qui nous permettront de 
déterminer les constantes. 

Si les extrémités du fil se trouvent dans le plan zOa^j la 
courbe sera comprise dans ce plan, et on aura ainsi pour 
réquation différentielle de la courbe 

(B') dz= ^^'^ 



±v/[A-/(r)p-C» 

Dans Je cas où les deux extrémités du fil se trouvent dans le 
plan o^Oj, on a 

et 

(A') dQ=^ '^'^ 



±:v/r[A -/(/•)]«- B« 



pour l'équation différentielle de la courbe. 

Supposons que les plans zOa^, zOy tournent uniformé- 
ment autour de O.5 en entraînant le fil avec eux. Si nous 
désignons par fjL« une constante donnée proportionnelle au 



i 



■-■■ . r f- . ' • 
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carré de la vitesse angulaire, nous pourrons écrire 

et, en posant r*^ u, les équations (A) et (B) deviennent 

(Al) dO = 



=batt/tt[(A— jx^tt)^— G»] — B* 



± 2 v/w[(A — ix^uy - C«] — B2 



(■) /"lï d'égale résistance, — On désigne ainsi un fil dont la section a> varie 
avec s de manière que la tension rapportée à Tunité de section soit une constante 
donnée K. On a donc à déterminer la fonction de s qui représente u) et la forme 
de Taxe du fil. 

Soient x» "^y ^ ^^^ composantes suivant Oar, Oy, Oz de la force extérieure 
qui agit sur l'unité de section. Nous devrons supposer dans les formules éta- 
blies au n<* 66 

T = Kw, X = (ùy, Y = WT,, Z = u>Ç. 

Mais nous nous bornerons à considérer le cas où la force extérieure est paral- 
lèle à l'axe Ojr et est censée dirigée en sens inverse de cet axe. 

Nous ferons ainsi P = (ùTi, T„= Kw^ dans les formules {a) et (b) du n" 67, 
on désignant par u), la section au point le plus bas m^. Nous aurons ainsi 



'0' 

tS 



( I ) u) ces a == u>^, 

(3) tanga = ^^ / îùr^dSy 

d'où, par l'élimination de a, 

v/w— wj = ^ I wTfi ds, 

et successivement 

dtù _ r^ ds 

Si nous posons 

(3) Q = e ''•'<• 

nous aurons 
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71. Mouvement d'un fil. — Nous conserverons les nota- 
tions du n*» 66, à cette exception près que nous représente- 
rons par [lV ds au lieu de ^ ds la force extérieure qui agit 
sur ds en désignant par [j. la masse de Tunité de longueur 
du fil. 

La coordonnée x sera une fonction de ty s et les compo- 
santes suivant 0^ et de Taccélération de ds seront respecti- 

d'où; en vertu de la relation (i), 

(5) ^^ ^^ 



4s ' Q«-+-i' 

pour l'ëquation différentielle de l'axe du fil. 

Gomme premier exemple, considérons le cas de la pesanteur et désignons par 
p le poids spécifique du fil; le poids de Télément co ds du fil étant più ds, nous 

devrons supposer 'r\= p, et nous aurons, en posant —■ = -, 

s 



(6) 



Ji = i(j + . -), 



a)„ 2 



djc — 



2 ds 2e^ ds 



s sis 



(7) ar = 2a(arc tang ^ V 



puis 



/ 



'■-f^-'-'-J v^-- 




c"4- e 



ou, en prenant ^g= alog2, 

(8) ^ = «log\<?^+rVi 

et le problème se trouve résolu. 
Supposons maintenant que t\ ds soit de la forme p dx, p étant une constante ; 



g^l^^KâS^iBiilIftf'SISIour les équations chér- 
ie .^Wï» kW.«.«" 2 '.W. •• 



li'S^itii 



lifiiJtjii<Î4f«f'S^' 



l'i^iéralité, sont trop com- 
ous bornerons-nous à 
dans un plan xÇiy. 



IgiîjLè,^.». ) suivant la tangente 
|>^âg|(^^t^^glh [ et le 

* * / rayon de courbui'e; 










|^^&^>S;;&#^ #^-- 



^ 
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Nous pouvons prendre pour les équations du mouvement 

d*oà, par l'éUtnination de T, 

Nous avons 

— - =^cofia — Msina, 

^ = psma -H acosa. 

(^(t'COSa — wsina) <)(P8maH- «cosa) <)p <)a 

^ ât àt de dt 

, divcosd — «sina) . (^(('sina-f- «cosa) du àx 

^ = ^^ T -smaH — ^^ ^ cosa = — + p — > 

^ dt àt dt dt 

et réquation précédente devient 

/„, du da\ d^a f ^ dv dx\ <?a* 

, V'^'ài-"Tt)i^-^\^-jt'^^Tt)-dr^ 

dd d /„, du dx\ 

En différenliant les équations (a) par rapport à s^ on obtient 

(^COSa dç . doL du . da 

— - — = — cosa — V sma ^ -7- sina — z^ oosa -r y 

dt ds ds ds ds 

dsina dv . da du doL 

— T — = T- sina -t- V ces* t- -H ^- cosa — u sina 3- • 
dt ds ds ds ds 

En ajoutant ces dernières équations multipliées par cosa, 
sina, puis par — sina, cosa, on trouve 

/ . di; do(. 

/o\ du da da 

"> 3T -^ •■ 5; - s? = '•■ 



i 
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Les équations (i), (2), (3) entre les inconnues it, v^ a et les 
variables s ai t seront celles du mouvement. 

Ces équations sont trop compliquées pour qu'on puisse en 
tirer parti, même dans les cas les plus simples, comme nous 
allons le faire voir par un exemple. Nous supposerons que ^ 
et O sont des fonctions données de a, que le fil étant en équi- 
libre on récarte très peu de sa position et qu'on imprime 
ensuite à ses éléments de très petites vitesses en l'abandon- 
nant ensuite à lui-même. Le mouvement du fil restera tou- 
jours très petit. Nous admettrons que l'angle a se rapporte à 
l'équilibre, qu'à l'état de mouvement il devienne «H-e, et 
nous négligerons les termes du second ordre en e, m, v. Les 
équations ci-dessus deviendront 

\dl^ dt) ds^ '^ ds^'^X'di^ dt) ds^ 

fl^a ^ __ r/a ^ /d^ du\ dW da âz _ 
ds ds ds ds\ da dt ) doL ds ds ~~ ' 

dv da 

ds ds ~~ ' 

du da ds 

OS ds ot 

Dans le cas de la chaînette on a 

W = — g cos a, * = — g^Xn a, 

da _ cos' a d^a _ asinacos'a 

ds ~^ a ds^ a^ 

et, en substituant a à la variable s, 

d ces* a d 



d^ COS'a/ , d d^\ 

-r- = — r— ( — 2 sma 3 — h cosa 3-^ ) 
ds^ a^ \ da da^ / 



ds a da 

Les équations précédentes deviennent alors 

^cos2a^-j4-^cosa(8ina-Hcosa)~ -4-^(1 -hsin'a — sinacosa)* 

d^u .du di> 

— cosa -r — T 2 sma ^ — h cosa -r- = o, 

dadt dt dt 



__ dv /du \ ces' a dz _ 

~' da' \da ) a dt ~' ' 
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En éliminant u entre ces trois équations, il vient 

g^cos'a v-^ -f-g'COSa(siQa -H cosa)-r — V- g{i -i-sin^a — sinac08a)î 

d^v . d^ç dif 

— COSa , ■ ,^ — 28ina-r — r- -hCOSa— = o, 
doL^dt di.dt dt 

d^v \ cos^a dt 

dii + " j -^ - d7 = •'• 

U paraît impossible d'intégrer ces deux équations; mais, si le 
fil est assez tendu pour qu'on puisse considérer l'angle a 
comme étant du même ordre de grandeur que £ et r, on a 



d» 6 fh 


\ d^v i dv 
g d%^ dt g dt 




d^'Q d& 

^- (; _ rt — — o 

doL^ dt 



équations linéaires aux différentielles partielles à coefficients 
constants, et auxquelles on essayera de satisfaire en employant 
les méthodes connues. 
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CHAPITRE YI. 



DYNAMIQUE. 



§ I. — Équations générales de la Dynamique. 
Systèmes à liaisons. 

72. Considérons un système matériel dont les molécules 
m, mj, m2, . . . sont en mouvement. Nous supposerons qu'un 
certain nombre de ces molécules peuvent être assujetties à 
rester sur des lignes ou surfaces fixes ou mobiles, dont par 
conséquent les équations pourront renfermer le temps. 

Soient, à Tinstant t, ^„ /,, zt les coordonnées de la molé- 
cule m,-; X,-i- \/-h Z; la résultante de la force extérieure qui 
agit sur m/, de la réaction de la ligne ou surface sur laquelle 
se trouve cette molécule, des actions attractives ou répul- 
sives dues aux autres molécules du système. 

On a 

en désignant par 5^ -h d/, -t- d^/ un déplacement arbitraire 
de nii. Ces équations sont comprises dans la suivante 

£n faisant la somme des équations semblables établies pour 
toutes les molécules, il vient 

<')2[(''-"^)«'-('-»§)'-'*(^-S-0H=<- 
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Si les déplacements virtuels sont pris sur les lignes et sur- 
faces considérées comme fixes à Tinstant ^, les réactions de 
ces lignes ou surfaces disparaissent dans Téquation ci-dessus. 

Dans le cas où les lignes et surfaces sont absolument fixes» 
nous pourrons prendre pour les déplacements à les déplace- 
ments effectifs d, et nous aurons 



ou 



Soient Vo^, V,- la vitesse initiale et la vitesse à l'instant t de 
nii, Texpression 2/nV^ est ce qu'on appelle la force vive du 
système à l'instant t. En intégrant, on obtient 

(2) 1(2 wV«— 2/»VJ) = /(X dJc-^-Xâf^Z dz\ 

ce qui exprime que : le demi^accroissement de ta force vive 
est égal au travail des forces extérieures et moléculaires. 

Si le système matériel est composé de corps solides réagis- 
sant les uns sur les autres, le travail des actions moléculaires 
est nul dans chaque corps, et il ne reste que le travail des 
actions moléculaires des corps en contact, c'est-à-dire des 
frottements dont on continuera à faire abstraction. 

L'équation (2) ne sera utile, au point de vue analytique, que 
si 2(X û?^ -h Y û?/ -f- Z<i«) est la différentielle d'une fonction 
des Xiy yt, Zi, et il suffît qu'il en soit ainsi pour les forces 
extérieures, puisque le travail élémentaire des forces molé- 
culaires est une différentielle exacte. Soient W cette fonction 
dite des forces ou appelée potentiel; A = 2/n VJ — 2W0. On a 



(3) 


2mV«=2W-h/i 




et (n«4.7) 








Y = 7 , Z = 

dy 





• • • • 



Soient x> "fl» C les coordonnées du centre de masse G du 
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système par rapport à Oj?, Oy, 0^; G^', Gy, Gz' trois axes 
parallèles à Oo?, Oj, 0^. On a 

/ dc^ df* dz^ 

rff« €3?/* fl^/» 



( 

(éÉ. 






^y ^ dx dr\ ^ dy dt „ dz 

rf^î fl?f rff dt dt dt ' 

or les trois derniers termes de cette expression sont nuls. 
Donc la force vive du système est égale à la force vive dans 
son mouvement relatif par rapport à son centre de gravité 
augmentée de la force vive de ce centre ou toute la masse 
serait concentrée (théorème de Kœnig), 

73. Systèmes à liaisons. — Soient n le nombre des points 
matériels mi; k<i3n le nombre des équations des lignes et 
surfaces fixes ou mobiles. 

Pour les mômes molifs que ceux que nous avons donnés 
au n° k7, nous admettrons que, en même temps que t, les 
équations de liaisons 

(5) Li = o, L2=o, ..., L>t= o 

peuvent renfermer toutes les coordonnées. 

Nous ne considérerons que des déplacements virtuels sur 
les lignes et surfaces considérées comme fixes à Tinstant t 
ou, suivant l'expression admise, compatibles avec les liai- 
sons. Gomme l'équation L/=:o doit être satisfaite par les 
.r H- dx, y -h dy, z -h àz, œ^ -h àx^, . . . , on a 

— ^ 8^ -h -T^ ^y -^ -T^ ^Z -^ ^ SoTi -f- . . . = o, 
dx ày '^ dz ox 

007 4- = o. 



(6) { dx 



) 



-r— ô.r -h = 0. 

ox 

En portant dans l'équation (i), k des variations ô déduites 
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des équations (6), en fonction des 3/i — A: autres, et égalant 
à zéro des coefficients de ces derniers, on obtiendra 3n — k 
équations entre les ^,-, yi, Zi qui, jointes à (5), donneront 
3/1 équations entre les Zn coordonnées et t. Ces dernières, 
qui sont du second ordre, seront les équations différentielles 
du mouvement et permettront de déterminer, si faire se 
peut, les coordonnées en fonction du temps. 

Dans ce qui suit, nous ne ferons que reproduire rapide- 
ment la marche suivie au n° W. 

En ajoutant l'équation (i) aux équations (6) respective- 
ment multipliées par les coefficients indéterminés Xj, Xj, . . ., 
y.k et égalant à zéro les coefficients des déplacements, on 
obtient les équations 

(7) { „ d^z . dU 

df^ dz ' 

^ d^X\ ^ dL\ 

^'-'"«ÂT + ^'âïT^ = **' 



Sur ces 3/i équations, A: d'entre elles permettront d'obtenir 
Xi, Xj, . . ., X;t> 6t, en portant leurs valeurs dans les autres, on 
obtiendra Zn — k qui, jointes à (5), permettront de déter- 
miner les 3/1 coordonnées en fonction de t. 

On peut supposer qu'on n'ait que Zn — k équations entre 
autant de coordonnées, les autres coordonnées ayant été 
éliminées au moyen de (5). L'intégration de ces 3/i — /: équa- 
tions, qui sont du second ordre, introduira 2(3/i — k) con- 
stantes, qu'on déterminera par les conditions que les coor- 
données restantes et leurs dérivées par rapport au temps 
aient. des valeurs données pour ^ = o; c'est ce qu'on appelle 
les conditions initiales du mouvement. Le problème étant 
censé résolu, les X/ seront déterminés. 

Nous n'avons rien à ajouter à ce que nous avons dit au 
n'* W sur les forces de liaisons. 

I. i4 
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74. Équations (dues à Lagrange), en coordonnées quel- 
conques, du mouvement d'un système de liaisons. — Soit v le 
nombre des coordonnées indépendantes qu'on peut supposer 
exprimées en fonction de f et de v autres variables m, 

U^j ■ • «y l/y — !• 

Posant 

, dxi , dyt , dzi . , dut 



). 



réquation (i) deviendra 

Y^rnl^lx-^^^y^ ^^^ = 2(X8a:H- YSjr -H Z 82 

Le second membre de cette équation sera de la forme 

U 8tt -♦- Ui 8mi H- . . . ; 
d'autre part, 

dx dx 

^x = -7— 8tt -f- ^ — 8mi -f- . . . , 6r = . . . , 82 = ... : 
du dui ^ 

en substituant et identifiant les termes en ôm/, on obtient 

/ d£ dx dy dy dz' dz\ 
\ dt du dt du dt du/ 



ou 



(a) 



On a 



) ^ / f d dx , d dy , d dz\ __ 

\ \ dt du -^ dt du dt du) 



... , dx dx , dx , 

(» ''^ dt^du'^^du,''^-^-"^ 


y • • • ) 


Z -^ • • 1 a 


d'où 






. . dx dx' 
^") du~ du'' 


r * • • 




D'ailleurs 






d dx ^ d^x ^ d^x , ^ d^x , 
dt du ~ dt du du du du du* * 


d df_ 

"' dt du 


t 

d dz 
" ' dt du 



■s- ■§€ JE** ■^iw 'S' " ;■#■.•"• •" 







IBfcs Ta 
écédt 






' ,g..g.-.M-;|:|i|"«»' 
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75. Applications des équations de Lagrange au pendule 
conique. — Soient 

05 la verticale du point de suspension 0; 
icO/ le plan horizontal en 0; 

0/n =z Ha position du pendule à l'instant 9; 
9 Tangle du plan ^Om avec le plan zOx\ 

6 l'angle de Om avec 0^. 

On a 

j:.= /sin6 coscp, j = /sinôsiiKp, ^ = /cos6, « = 0, «i={p, 

W=^/cose, T= -(6'«-Hsin«'f'*). 

Ja 

Les équations (8) donnent 

d dT dT , . . 



Or 



d dT dT ^ ^ 

-r T-7 = O ou -r-r = CODSt. G. 

at o^ of 



^ = /«e'= /« ^, 3ÏÏ- = ^' sine cose«p'î= /« sine cose ^, 
c^e' dt dQ " dt^ 



par suite 

(a) ^ — sme cose -^ + y sine = o, 

(^) /2sin2e$=C. 

at 

Soient f^^=y et Vç^ la vitesse de m correspondant à un 
maximum 0o de 0; puis ~=:2Â:*wS d'où ro^/xw/y^. On a 

G = Po^sineo= fJiw/2 sineo, 
et (6) devient 

rfcp _ (jito \Ji sin eo 
■57 ~" sin^e 
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En portant cette valeur dans {a), on obtient 



-/ ,sin*Ôo - . A 



En multipliant par dO et intégrant entre 9^ et 0, on trouve 
= ,u* -:^^(8in*6 — 8in*6o) — cosô + cosOo ; 



1 ^ 

d'où 

I sinôfi^ 



dt = 



J1./2 /(cosOq— cos6)[cos2ô h-(»)*(cos6 -hcosÔq) — i] 



ce qui est conforme à ce que nous avons obtenu au n® 39. 

Nous renverrons aux n®'* 3 et 33 du Tome VII pour d'autres 
applications des équations de Lagrange. 

76. Extension des équations de Lagrange au mouvement 
relatif. — - Soient 

Oj?, Oj, 0^ trois axes fixes dans un système invariable mo- 
bile (S), auxquels on rapportera le mouvement d'un sys- 
tème matériel à liaisons (m, m^, . . .); 

W, O la vitesse et l'accélération du point 0; 

«, /?, q les composantes suivant Oxy O7, -s de la rotation 
instantanée de (S); 

V,', 9/ la vitesse et l'accélération absolues de mt ou (xuytyZi); 

^ 1= Vl — W la vitesse relative de mi par rapport à ; 

X/ = mt (pixf Y,- =: . . . , Z,- = . . . les composantes de la force 
qui sollicite m/ et qui sont censées des fonctions de coor- 
données et de t. 



On a 



ou 



yx = Wx-^pz — qx-^ -^ 



djc 
j^^ = -T- + /jz — qx et de mémo 



(0 {X^=J+î^-«*. 

^z = di'^ /ijr-/?x. 
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Concevons qu'on imprime, à tout ce que l'espace renferme, 
un mouvement (—W, — ^) égal et contraire à celui du point 
qui sera ramené au repos; il en résultera un espace fictif (E) 
dans lequel la vitesse et l'accélération absolues de m seront % 

et 9 — O. Le point m sera, dans ces conditions, sollicité par 
la force dont les composantes seront 

(!i) x'==x — mcp^r, r=..., Z'=.... 



Mais alors les équations de Lagrange sont applicables au 
mouvement de 2w, rapporté aux axes Ox, 0/, 0^ consi- 
dérés comme fixes dans (E). Si donc l'on pose 

p^ j T = iS/«(xl + 5C? + Xl)» 

/ -ZÇ^ dx ^r df -^ X dz) = U' rftt -H U'i duu 

on aura 

d dV^ ^'__,y ^ ^T, àV _ 

^^^ didu''^'dil'^^' dtdH\ âlTi'^^'' 

Les équations (4) sont dues à E. Bour (*), mais la démon- 
stration que nous venons d'en donner est empruntée à Ph. 
Gilbert. 

Les équations ne seront applicables que dans un nombre 
restreint de cas, car, en général, les forces extérieures ne 
pourront pas dériver d'un potentiel des coordonnées rela- 
tives. Nous nous bornerons à en tirer une vérification du 
théorème de Coriolis. 

Nous supposerons égale à l'unité la masse du point en mou- 
vement relatif. Les variables indépendantes sont ici ûOy y, z; 
les équations (i) donnent 

Xy =y-^q^—nz, 



( ' ) La démonstration de Bour, quelque peu simplifiée, a été reproduite dans 
une Note placée à la fin du Tome VIL 
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et Ton a 

— P^I ^X — ''^ -^^ — P^ •^» 

d dV _, _- dp dq 

X'dx -+• Ydj H- Z'dz = («Par— *x) dx-^.,,, 

et la première des équations (4) donne 



W(gz -h/>j) -h 2( pVrz — îVrjr), 

et c'est ce qu'il fallait établir. 

Nota. — Nous renverrons, pour ce qui concerne le prin- 
cipe de la moindre action et ses applications, au n** ^k du 
Tome VIL 

77. Théorème de Gauss, — Soient, à Tinstant t, 

A la position d'une molécule m d'un système à liaisons; 

V sa vitesse; 

F la résultante des forces extérieures et moléculaires qui la 

sollicitent; 
/sa force de liaison; 

A A' le chemin parcouru par la molécule dans le temps dt; 

AA'i celui qui serait décrit sous l'action de F, en supprimant 

les liaisons ; 
{xy y, z)y (^', /',«'), {^\yy\y^'i) les coordonnées de A, 

A , Aj. 
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On a 

dit 

d*où 

a:'-a:\^ÙlÉ^ et de môme y^y\= ll^, z'^z\ = f^, 

par suite 

(0 ^=/S' 



et A' Ai est la direction de/. 

Soit AB un déplacement virtuel quelconque compatible 
avec les liaisons. 
La somme des travaux virtuels des /, relatifs aux AA', AB, 

étant nulle, il en est de même pour A'B = AB — AA' , et Ton 
a ainsi 



S/.A'BcosBA'A'i = o, 
ou, par l'élimination de /au moyen de (i), 



SmA'A'i.ABcosBA'A; = o. 
En multipliant par m la relation 



A'iB =A'A;-hA'B — 2A'A; A'BcosBA'Ai, 

faisant la somme pour toutes les masses élémentaires, on 
obtient, en ayant égard à (2), 



SwA;B =2/wA'A;-hSmA'B ; 

d'où 

2/?2A'Ai<2mA;B . 

Donc la somme des produits des masses , chacune par le carré 
de la distance de la position qu'elle occupe au bout de dt à la 
position qu'elle occuperait s'il n'y avait pas de liaisons, est 
plus petite que la somme semblable obtenue en substituant 
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aux déplacements réels tout système de déplacements virtuels 
compatibles avec les liaisons, 
La première somme est donc un minimum. 

78. Stabilité de V équilibre d*un système à liaisons 
(m, m', m'', . . .) lorsque les forces dérivent d'un potentiel U. 
— La condition d'équilibre l{S.dz-hY $y'hZdz)=o re- 
vient à 

8U = o, 

ce qui exprime que les coordonnées (a?,/, ^), (a?', 7', z'), . . . 
des positions de m, m' qui se rapportent à Téquilibre rendent 
le potentiel maximum ou minimum. 

La stabilité de l'équilibre consiste en ce que, si Ton fait 
subir aux points matériels m, m', . . . des déplacements aussi 
pelits qu'on voudra et qu'on leur imprime ensuite des vitesses 
^0, ^'0, ...> également aussi petites qu'on voudra, les déplace- 
ments restent toujours très petits. 

Supposons que les coordonnées soient exprimées au moyen 
de variables indépendantes m, m', .... ^ous allons démontrer 
que, si U = F(w, m', ...) est un maximum, l'équilibre est 
stable. 

Soient a, a', ... un système de valeurs qui rendent U maxi- 
mum; à l'instant t, u^a-^x* ^'=^^'-^x'> ^^ ^® P^"^ ^' ^'» ••• 
les vitesses de m, m', .... 

La valeur de la fonction 

sera négative pour des valeurs de x> x\ • • • respectivement 
comprises entre certaines limites zhh, ±zh'y .... 

Nous affecterons de l'indice o toutes les quantités qui se 
rapportent à l'instant initial : l'équation de la force vive nous 
donnera 

Faisons maintenant et successivement dans (p(x, x'> • • •) 

y = ^, et faisons varier x' entre —h\ h'\ x' entre —h' et h", etc. 
X = — //, id. 
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Parmi toutes les valeurs que prendra <p(x» •••)> îl y ^^ 
aura une, A, plus petite que toutes les autres. En opérant de 
même pour 5^'= ztz A', on obtiendra une plus petite valeur A' 
de 9(p^, ...), etc. Désignant par B la plus petite des valeurs A, 
A', ... et posant 

réquation de la force vive revient à 

(a) iSmP« = -(B--C) + B-<p(x,x'i •••)• 

Mais on peut prendre les (^0 et les ^o» ^n valeur absolue, assez 
petits pour que C<B. Si donc, au bout d'un certain temps, 
une ou plusieurs des variables x atteignaient leurs limites, 
on aurait B — (p(x, ...)<o et, par suite, 2m^-<o, ce qui 

est absurde. Donc les valeurs v^x*» \/x^> • • • '^^ peuvent pas 
croître avec le temps de manière à dépasser certaines limites; 
par suite l'équilibre est stable. 

Considérons, par exemple, un système articulé composé de 
corps pesants; soient M sa masse, z la distance de son centre 
de gravité à un plan horizontal fixe On a U =M^^, et l'équi- 
libre sera stable lorsque, suivant l'expression admise, le centre 
de gravité sera le plus bas possible. 

79. Des petits mouvements d'un système matériel à liaisons 
(m, /n', . . .), lorsque les forces dérivent d'un potentiel U. — 
On a d'abord 

et l'on supposera les coordonnées exprimées au moyen de 
V variables indépendantes w,, Wj, . . ., Uy. 

Supposons que, le système étant d'abord en équilibre stable, 
on fasse subir à ses molécules de petits déplacements, puis 
qu'on leur imprime de petites vitesses. Chaque molécule exé- 
cutera par rapport à sa position d'équilibre un petit mouve- 
ment, et ce sont ces mouvements que nous allons étudier. 

Soient, pour l'équilibre, 

(^o,/o,«o), «^/o^'s;), ... les valeurs de (^,7,^), (o?',/,^'); 
ai, «2) • • • les valeurs correspondantes de Wi, a,, . . .; 
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enfin w, = «j 4- 5^1, u^ r= aj 4- ^^j, ... les valeurs de Wi, Mj, ... 
qui répondent à un instant quelconque t, les Xi étant censés 
assez petits pour qu'on puisse en négliger les carrés. 

On a, par exemple, 

ou , en désignant par ai, bi, Ci, a'i, b'i, cj, . . . des constantes 
connues, 

.r = oTo "H «1 xi -+- «2 X»-+- • • • » 

(2) ^2 :=zo -^ciXi-^Ci X«-^"•••^ 

x' = Xq + a', Xi -H « 2 Xî -'- • • • ' 



On déduit de là 

i8x = rtfj 8x1 + ^j ^X* "^•••î Sj^ =•••> 83=..., 8;c'=...y 

Si l'on porte ces valeurs dans l'équation (i), on trouve 



(3) 



('.T?-*...^-*...^--)'^. 
-(*'.'^-*'^+-)«'"-*--"'' 



en posant 

Al = m(al -{- bl -\' c\) '\- m' (a'^ -\' b\^ -h c'f) -h . . . , 

Ai,2 = m(aiat -h bib^-h Cic^) -h m'{a'i a'2 -4- b\ b'^ -H c\ c',) -+-... , 

et, en général, 

I Af =2/w(âJÎ + èi + c|), 

( A/y= Ay/= I,m(aiaj-^ btbj-hCiCj). 

Si Ton développe U(ai-+-xi> «^^s + Xs» • • •) suivant les puis- 
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sances de x/> le second terme du développement sera nul, en 
raison de Téquilibre initial, et, en s'arrôtant aux termes du 
second ordre, on aura 

/ U(ai-+-5^i,a,-+-^„ ...) — U(a,,aj, ...) 
(5) I I /(^«U , d^\] , d^VJ a«U \ 

d'où 

L'équation (3) donne, par suite, en identiliant les coeffi- 
cients des d^i, 

! A ^'xi A ^*x« A ^'X3 <^'U d2u a»u 

(^M A ^*Xi A ^'Xî A ^*X» <^'U d^U d^\] 



En désignant par p, s, A/ des constantes, si Ton substitue 

(7) X/=^'/sinv/p(^-He) 
dans les équations (6), on trouve 

(8) { d^U d^\] d^U 



En éliminant entre ces équations les v— -i rapports t^^ —9 • • •> 

on obtiendra une équation en p du degré v, dont toutes les 
racines doivent être réelles, positives et inégales, car autre- 
ment les Xi renfermeraient des exponentielles, c'est-à-dire 
des termes croissant avec le temps. Alors les déplacements 
ne resteraient plus très petits, et l'équilibre, contrairement 
à ce qu'on a supposé, ne serait pas stable. A chaque valeur 
de p correspondra un système de valeurs déterminées de 
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h h 

T^j T^j • • • et deux arbitraires h^y e. Soient p, p', ... les ra- 

cines de l'équation; si Ton accentue de la même manière les 
constantes correspondantes, on aura 

( Xi = ^'i sin/p('H-e)4-/'iSinv/p(^H-Ê') 
(9) ] Xi = ^'ssinv^(f-he)-h//, 8inv^(/-h8') 



Cette solution, renfermant les 2v constantes arbitraires A,, 
^1, ...,£,£',..., sera la solution générale des équations (6). 

• 

Les arbitraires se détermineront par les conditions que les 
X/, -^ aient des valeurs données pour ^ = o. 

Supposons que les valeurs initiales des ^o -^ soient deux 

sommes algébriques dont on fera correspondre les éléments 
de Tune à l'autre somme. 11 est évident que yj sera la somme 
des valeurs (9) établies pour chaque couple de valeurs ini- 
tiales. Les petits mouvements s'ajoutent, et Ton a ce qu'on 
appelle le principe de la superposition des petits mouvements. 

Stabilité de V équilibre, — Si dans l'expression de la demi- 

djc^-\- dv^-h- dz^ 
force vive i^m ^ on substitue aux coordonnées 

leurs valeurs (2) et qu'on ait égard aux notations (4), on 
trouve 

2^V^' dt^ ^^^'' de dt ) 

En faisant A,= -^ dans cette expression, on a pour résultat 

H= -lL{hih}-\-ikikjhihj). 

Le second membre de l'équation (5) devient, en y faisant 
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Les équations (8) peuvent se mettre sous la forme 

dE d? 

du dV 

• j 

d'où 

Comme H, P sont deux fonctions homogènes du second degré 
des hif on a 

par suite 

P 

A des valeurs réelles de p doivent correspondre des valeurs 
réelles des hi. Par sa nature H est positif; pour que les va- 
leurs de p soient positives, il faut que P soit négatif et, par 
suite, qu'il en soit de même de Texpression (5), puisque xt 
est de même ordre de grandeur que ht. Il suit de là que, 
pour que les intégrales (7) soient admissibles, il faut que 
^(«1, «î, ...) soit un maximum, ce qui est conforme à ce 
que Ton a vu précédemment. 

Si U(ai, «2, . . .) est minimum, les valeurs de p sont néga- 
tives, c'est-à-dire que les xt seront représentés par des sommes 
d'exponentielles du temps et ne pourront, par suite, rester 
très petits. L'équilibre sera donc instable. 

80. Mouvement d* un système à liaisons (m, m,, . . .) lorsque 
les forces extérieures et moléculaires ont une telle intensité 
que, à la fin d''un intervalle très court t — t^y elles ont produit 
des variations notables dans les vitesses. — Pendant la durée 
t — t^y les points m,- ne changent pas sensiblement de posi- 
tion, et Xiy fiy Zi peuvent être considérés comme constants. 
Les k variations dépendantes, déduites de 
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§ II. — Da moaTement d*im système libre. 

81. On peut faire telle hypothèse que Ton voudra sur les 
déplacements virtuels des éléments du système (/n, m\ /n", ...), 
parmi lesquels nous considérons ceux qui sont compatibles 
avec la solidité. Les actions moléculaires disparaîtront dans 
réquation 

OÙ il ne restera que les forces extérieures. 

Le déplacement d'un solide se compose d*ua déplacement 
transitoire et d'un déplacement gyratoire autour d'un axe 
passant par Torigine des coordonnées; mais, chacune de ces 
dernières étant arbitraire, il s.uffit de les considérer isolé- 
ment. 

Equations de translation. — Le déplacement translatoire 
étant arbitraire, on peut supposer successivement ix = const., 

â/ =1= o, ^5 = o ; âo: = o, ôj = const. , d^ = o ; â,x? = o, ôy = o, 
hz z=z const. ; par suite 

'ï.^—'Tè)-'" 

équations qu'on obtient immédiatement en ajoutant les équa- 
tions, relatives à 0^, Oj, Ox?, des molécules m, m', . . . con- 
sidérées isolément. 
Soit (^1, ji, ^i) le centre de gravité de la masse totale M; 

fi?" X d^ X 

on a, par exemple, 2/w^=iM^i, ^/n-jY =M--7-^j et les 
équations (i) deviennent 

Donc : le centre de gravité se meut comme un point matériel 



i 
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oà toute la masse serait concentrée et auquel seraient appli- 
quées les forces extérieures. 

On comprend ainsi pourquoi antérieurement on a supposé^ 
dans certains problèmes, que des corps de dimensions fînies 
étaient réduits à des points matériels. 

Corollaire /. — Si le système (/w, m\ ...) n'est soumis 

qu'à ses actions mutuelles on a , / := o, . . . , et le centre de 

at' 

gravité est animé d'un mouvement rectiligne et uniforme. 

Exemples : i<* système solaire, abstraction faite des attrac- 
tions des astres qui lui sont étrangers; 2" le centre de gravité 
d*un canon, de sa charge et du projectile, reste immobile quand 
le coup part, quand même la pièce éclate. 

Corollaire II, — On déduit de l'équation (2) 



«[t-(S').]=2i'". 



donc, en projection sur un axe : 

I* L'accroissement de la quantité de mouvement du centre 
de gravité est égal à l'impulsion des forces extérieures; 

2<' La quantité de mouvement gagnée par le centre de gra- 
vité est représentée en grandeur et en direction par l'impul- 
sion des forces extérieures. 

Equations de rotation. — La direction de l'axe du dépla- 
cement virtuel gyratoire d<i> étant arbitraire, il suffira de la 
faire coïncider successivement avec les trois axes coordon- 
nés Qzy Oo?, Or; on a, relativement à 0-s, 

S JT = — .r 00), 8/" = a: ôw, 
'Lm(x'-^—y-^Ç\ =1:(Yj:— Xj), eldemémo 

(,) |2:;„(3^-x^)=2:(X.-Zx). 

Soient p, q les moments de la quantité de mouvement m et 
1. i5 
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de la force X -h Y 4- Z par rapport à 0; P = 2/?, Qz=:lq les 
moments résultant des quantités de mouvement et des forces. 
La première des équations (2) peut s'écrire 

ou 

OU enfin 

Donc, la vitesse de Vindex des moments des quantités de 
mouvement représente en grandeur et en direction le moment 
des forces. 

Cas où la résultante des forces extérieures passe constam- 

dPx 

ment par un point 0. — On a Q = o, -j— =0, .... Ainsi, 

Par, Py, Pz sont des constantes et Taxe du moment des quan- 
tités de mouvement reste constant en grandeur et en direc- 
tion. 

Si az est Taire décrite par le rayon vecteur On de la projec- 
tion de m sur xOy, mesurée à partir d'une position déter- 
minée de ce rayon, on a — — — — — =«z, et l'équation (a) 

donne 

_ daz . ., 

S/n-j- =opn8t. Czy 
at 

OU, en mesurant les aires à partir de f = o, 

Donc la somme des produits des masses par les projections 
de leurs rayons vecteurs sur un plan quelconque croit pro- 
portionnellement au temps, 

p 

Comme Cz= — > on a 

2 

C = C.r -h C y -h C « = — • 

2 



r 

I ■ 
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J 

La quantité 2/w -^j par suite Sma^ pour toute valeur de f, 

atteindra son maximum quand le plan de projection sera per- 
pendiculaire à Taxe des moments des quantités de mouve- 
ment. Ce plan du maximum des aires a reçu de Laplace le 
nom de plan invariable, 

82. Forces qui produisent dans un temps très court des va- 
riations notables des vitesses. — On peut considérer a?, /, z 
comme restant constants entre o et f, et la première des équa- 
tions (2) donne par Tintégration 

Donc : en projection sur un plan, la somme des moments 
des quantités de mouvement est égale au moment des impul- 
sions des forces. 

Si U est la vitesse perdue de m, on a 

d'ailleurs 

Donc les quantités de mouvement perdues et les impulsions 
des forces se font fictivement équilibre sur le système consi- 
déré comme invariable. 

83. Mouvement relatif d'un système matériel {m, w', m^ ...) 
par rapport à un point mobile, — Soient 

a, (3, y les coordonnées du point mobile C; 
€5^, Gyî, CÇ trois axes par ce point et parallèles aux axes fixes; 
a, 6, c les coordonnées du centre de gravité G de la masse 
totale M par rapport à C%, Ctq, CÇ. 

On a a? = X H- «,,7 = TTî -h (3, 5 = Ç -h y, et les équations (i) 
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el (2) du numéro précédent deviennent 

2m-j-^-HM-5-r- =X, 
= X(Yx — XT)) + a2Y— PSZ, 

Ces dernières équations, eu égard aux formules (i), se ré- 
duisent aux suivantes 



(a) 



-(xS?-'.S)-^(Vx-x„-m(,S1-.S2„ 



Il résulte des équations (i) et (2) que le mouvement relatif 
de (m, m', . . .) par rapport à C/, Cyî, CÇ est du a ua^ forces 
extérieures et à une force appliquée en G, égale au produit de 
la masse totale par V accélération changée de sens du point C. 

On peut arriver immédiatement sans calcul à ce résultat. 
Concevons qu'on imprime au système une vitesse et une 
accélération égales et contraires à celles V, 9 du point C, qui 
sera ramené au repos. Les forces m 9 se réduisent à la force 
— M9 appliquée au centre de gravité. 

Si C est le centre de gravité, on a a = o, b=iOy c = o, 

d}y 
2/» --7^ =0, .... Il suit de là que le mouvement du système 

par rapport au centre de gravité est dû aux forces exté^ 
rieures, 

84. Mouvement d^un système matériel {m, m', . . .) dont les 
éléments ne sont soumis qu'à leurs actions mutuelles, — C'est 
notamment le cas d'un groupe de corps célestes (abstraction 
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faite des attractions exercées par les autres corps célestes) 
dont la forme diffère peu de la sphère, dont les dimensions 
sont très petites par rapport à leurs distances mutuelles, et 
qui obéissent à la loi de la gravitation. On a vu, en effet, que 
les masses de ces corps pouvaient être considérées comme 
concentrées en leurs centres de gravité respectifs. 

En nous reportant au n° 81, désignant par a, a', (3, (3', y, y', 
Car, Cy, Cz des constantes et par mm^f{r) Faction mutuelle 
de m et m', on a 

(a) S/?îjr = a'f -ha, 2/nj = P't-f- P, S/w-s = y'f -H Y, 

^ / dx dz \ ^ 

équations auxquelles on joindra celle de la force vive, savoir 

{c) - 2 m ^^ = fmm'fi r) dr. 

Ce sont les seules intégrales générales des équations dutfnou- 
vement qu'on puisse établir. 

Soient %, y), Ç les coordonnées du point m par rapport aux 
axes parallèles à 0^, Oj, 0^ menés par le centre de gra- 
vité de Ja masse totale M. Aux équations {b) on peut substituer 
les suivantes, en désignant par D^, Dyj, Dç des constantes, 

^'» («§-'§) -t. 

Nous examinerons les deux cas suivants : 

I** Un système se compose seulement de deux points m, m'. 
— Ona 

(d) mi-h.m'i'=Oy WT) -4-/?2't,'=o, w^-t- /n'î'= o, 
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d'où 

dt " m' dt' di ' dt ' 

et les équations {h') deviennent 



m 



'^dt "^ dt" M/72^^* 

(") ^'^dt-^di-ui^^''^ 

^ dt ^dt ~ Mm ""^^ 
d'où 

(/) ÇD?:-+-xDx-f-7iD,, = o 

et, par suite. 

Il résulte de (/) et (/') que m, m' décrivent, par rapport 
à leur centre de gravité G, deux lignes comprises dans un 
même plan passant par ce centre; de (d) que ces deux lignes 
sont semblables par rapport à G. Si Ton fait coïncider x G yî 
avec le plan des orbites, il ne restera que la première des 
équat^ns (e), à laquelle on devra joindre Téquation (c). 
Soient 

les accélérations de m, m' suivant m G, m' G seront 

m' __ m'* m ^ m^ 

Donc w, m' décriront autour de G comme foyer deux ellipses 
semblables (problème dit des deux corps). 

2° Le système se compose de /n, m', m" , — Il faudra joindre 
aux équations (a), (6), (c) deux des équations du second 
ordre du mouvement des points considérés comme libres. 

Si /(r) = j, on retombe sur le problème dit des trois 

corps, qu'on n'a pu résoudre jusqu'ici que par approximation. 
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§ I. — Moayement d'un corps solide autour d'un axe fixe. 

85. Soient (^fig, l\i) 

a = 00' la distance des points fixes 0, 0' qui définissent l'axe 
fixe 00'^; 

Oj^, 0^ deux axes rectangulaires fixes dans le corps et per- 
pendiculaires à 0^; 

Fig. 41. 




l'angle formé par le plan jjO/ avec un plan fixe ^OY; 
w = -j- la vitesse angulaire ; 

Xy y, z les coordonnées d'un point m du corps qui se projette 

en n sur le plan yOz; 
M, 1=1 mr^ la masse et le moment d'inertie par rapport àOx 

du ôorps; 
N, N' les réactions de 0, 0' sur le solide ; 
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P la résultante des forces extérieures transportées parallèle- 
ment à elles-mêmes en et DXL le moment du couple ré- 
sultant. 

Les composantes tangentielle et centrifuge de la force 

d'inertie y de m sont — mr -7- , mcù^r. 
^ dt 

L'équation du mouvement est celle, — l.mr-r r-h Jn.-c=zo, 

des moments par rapport à 0;r ou 

(•) • 15^ = aUx. 

Si Oll/a; est une fonction de 0, on a, en multipliant par dQ et 
intégrant, 



I r 



c'est-à-dire Téquation des forces vives qu'on aurait pu écrire 
immédiatement. En y remplaçant w par -j-^ cette équation 
fera connaître t en fonction de d par une quadrature. On a 

d\îi dxù 

et pour les équations de translation 

S;wti)2^-4- "Lmz -j — hPy-h Ny-+- Ny= o, 
2mw«5 — Smj-^ -h P^ -h N- -h Ni = o, 

OU, en désignant par yi, z^ les coordonnées du centre de gra- 
vité, parallèles à Oy, 0^, 

P^-:^Na:-+-N;=0, 

j 

(2) \ at "" '' '' 

loîM^i — M/i^ -HP2H-N2 4-Ni = o. 
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Les équations des moments par rapport à 0/, Oz sont 

OU, VU (a), 

— lii^Lmxz -h -T- Zmxf.-h DïLy— «Ni= o, 
(3) / 

Comme au n**52 et pour les mêmes motifs, la première des 
équations (2) ne fait connaître que la somme de N^;, N^. La 
seconde et la troisième des équations (2) et les équations (3) 
permettront de déterminer Ny, N^., N^, N^. 

Considérons le cas où le corps n'est sollicité par aucune 
force extérieure; d*après Téquation (i), la vitesse angulaire 
restera constante^ et Ton aura 

0)2 Mji -h Nj.-i- N^ = o, 
to^Mz! -+- N2 -+■ Ni = o, 

ii>^I,mxz -h N^a = o, 

lù^Zmxf -hNya = o. 

Pour que N' soit nul, il faut que lmxz=zo, limxy:=o^ 
ou que Ox soit un axe principal d'inertie pour le point 0; 
l'appui 0' sera inutile et le mouvement uniforme de rotation 
se maintiendra autour de l'axe Ox qui ne changera pas de 
position. C'est ce qui a fait donner le nom à" axes permanents 
de rotation aux axes principaux d'inertie relatifs à' un point 
fixe. 

Pour que N soit nul en même temps que N' il faut que Ox 
passe par le centre de gravité, d'où le nom à^a^es naturels 
de rotation donné aux axes principaux d'inertie issus du 
centre de gravité. 

86. Pendule composé, — On désigne ainsi un corps pesant 
mobile autour d'un axe horizontal fîxe 0^. Soient 

la projection sur Oz du centre de gravité du corps; 
Gi la position de ce centre sur la verticale 0^ de 0; 
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Go celle du même centre lorsque le pendule, écarté de sa po- 
sition naturelle, est ensuite abandonné à lui-même; 
G la position du centre de gravité à Tinstant t; 

/zzÔG, 0o=GoO^, e=:GOa:. 

L*équation des forces vives donne 

" ir ~ M^/(cose — cosôo). 
Si Ton pose 

(.) X = ±, 

il vient 
(a) ^ = -r^(cos6 — cos6o). 

Il suit de là que le pendule composé se meut suivant la 
même loi que le pendule simple du synchrone dont la longueur 
estX (1). 

Soit II le moment d'inertie du corps par rapport à la pa- 
rallèle Gi ^1 à Oz; on a I = Il 4- M /S par suite 

(3) ^ = m-^^- 

Portons sur 0^ la longueur 00'= X et menons la pa- 
rallèle O'z^ à Oz; le point 0' est ce qu'on appelle le centre 
d'oscillation et 0' z' est Vaxe d'oscillation. 

Tous les éléments matériels du solide situés sur 0' z' se 
meuvent comme si les autres n'existaient pas. 



(*) Détermination expérimentale du moment d* inertie d'un solide par rap^ 
port à un axe z Jixé dans ce solide. 

On rend Taxe horizontal; on écarte le corps de i5** à 20*^ de sa position na- 
turelle. 

L'observation de la durée T = 1: 4/ - fera connaître X; si la longueur / a pu 

V g 
être obtenue par le calcul ou expérimentalement et si P = M^ est le poids du 

corps, la formule (i) donne 

ér 
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L'équation (3) donne 

{^-0^ = ^^ ou ôg;.ô^i=:Îj. 

En raison de la symétrie dans cette formule, on voit que, si 
O'z' devient Taxe de suspension, 0^; deviendra i*axe d'oscilla- 
tion; c'est ce qui constitue la réciprocité des axes de suspen- 
sion et d' oscillation. 

Proposons-nous de déterminer quelle doit être la position, 
dans le solide, de l'axe de suspension pour que la durée 

Tr= TTi/- d'une petite oscillation soit minimum. Nous 

remarquerons d'abord, d'après (3), que Gi^, doit être Taxe 
principal d'inertie, pour lequel le moment d'inertie est mi- 
nimum; si C désigne ce minimum, on a 

En faisant varier /, le minimum de X correspondra à 

/^ 
/ = 4 / rï et sera 



-i/i 



87. Mouvement d'un solide pesant autour d'un axe Oz 
incliné sur la verticale. — Soient 

le pied de la perpendiculaire abaissée du centre de gravité 

sur 0^; 
OV la verticale de dirigée en sens inverse de la pesanteur ; 

a l'angle -sOV; 

0^ la perpendiculaire à 0^ dans le plan ^OV; 
Gi la position du centre de gravité sur 0^, et G celle qu'il 
occupe à l'instant t; 



l=OG, GOxzzzQ; 

M la masse du corps et I son moment d'inertie par rapport 
à 0;:. 

Le poids M^ donne la composante — M^cosa suivant 0^?, 
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dont on n'a pas à s'occuper, el la composante M^ sina paral- 
lèle à Oœ. On retombe alors sur le cas du pendule composé 
en substituant M^ sina à M^. 
On a ainsi la théorie des portes appelées frappe-talon. 

88. Mouvement d'un treuil dont la roue et le cylindre 
sont, par l'intermédiaire de cordes, soumis à l'action de 
deux charges verticales M g, M' g, — Soient 

I le moment d'inertie du treuil; 

R, R' les rayons de la roue et du cylindre; 

ot) la vitesse angulaire du treuil à l'instant t. 

Pour fixer les idées on supposera que M^ se déplace dans 
la direction de la pesanteur, ce qui n'influe en rien sur la 
forme de l'équation que nous allons établir. On a, en tenant 
compte de l'inertie de M, M', 



. do) 

~di 



= M(,-R^)a-M'(,^R'5)R', 



d'où 



(l-f-MR«H-M'R'2)^ =^(MR — M'R') 



et l'on aura ^ < o selon que MR > M'R'. 

Supposons que R'=:Retque la différence M — M':=w soit 
assez petite pour qu'on puisse la négliger devant M, nous 
aurons 

(I-4-2MRî)^ =m^R. 

On se troxive ici dans le cas de la machine d'Atwood réduite 
à sa partie essentielle, /n représentant la masse additionnelle. 

89. Actions mutuelles, dans le mouvement varié, de corps 
tournant autour d'axes parallèles, — On ne considérera que 
le cas de trois axes Oi, O2, O3, le même raisonnement s'éten- 
dant facilement à un nombre quelconque d'axes. 

Le corps monté sur l'axe 0/ est un treuil dont R,-, r^ sont 
respectivement les rayons de la roue et du cylindre et dont 
le moment d'inertie est 1^. 
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Une tension T© est exercée sur une corde, tangente à Ja 
roue Oi ; une deuxième corde relie le cylindre Oi à la roue Oj, 
une troisième corde relie le cylindre O2 à la roue O3; enfin 
une résistance T3 s'exerce, par Tintermédiaire d'une corde, 
tangentiellement au cylindre O3. Soient, à l'instant e, w,- Ja 
vitesse angulaire autour de 0, ; T,, Ta les tensions des cordes 
qui relient respectivement les systèmes 0,, O2 et O2, O3. On a 

«2 «3 il2A»8 

et pour les équations du mouvement des trois systèmes tour- 
nants, 

I.l^=T„U.-T,r„ 

Si on ajoute les premières de ces équations aux deux autres 
multipliées respectivement par ^ t>--^5 on trouve 

I\2 t^2«3 



['-'■(E)"-'-(êS)*]ï='-''--^-ïii 



3 



d'où — T-i et ensuite Tj et T2 au moyen des équations précitées. 

90. Mouvement d'une chaîne pesante homogène sur un 

double plan incliné {C\, CA'), comprise dans un plan normal 
à l'arête horizontale commune G. — Soient 



ï, i' les inclinaisons de CA, GA' sur l'horizon; 

p le poids de l'unité de longueur et /la longueur de la chaîne ; 

Ga =r ;r, Ga^= / — a? ses longueurs partielles qui, à l'instant /, 
se trouvent sur GA, GA'. 

Le mouvement est censé avoir lieu de G vers A. 



Le déplacement virtuel de Ga étant ôj?, celui de G a' sera 
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— dx et Ton aura 

(pxsini — x^ L£j8x — L(/ — x)siDt' -+-(/ — x)£ -^J^^ = o, 

d*où, pour réquation du mouvement, 

d^ X s 

-ir^ — y (sin/ -4- sint')x-i- ^ sint' = o, 

équation qu'on peut d'ailleurs établir directement en égalant 
les tensions de Ca et Ca'. 

§ II. — Du mouyement d'un corps solide autour d'un point fixe. 

91. Préliminaires. — Soient 

Qxy 0/, 0-5 trois axes rectangulaires partant du point 

fixe et fixes dans le corps; 
0) = Ogi) la rotation instantanée du corps à Tinstant t\ 



oLy (3, y les angles de l'axe instantané de rotation Ooj avec 

Oxy 0/, 0^; 
r la distance d'une molécule m du corps à Ow; 
I le moment d'inertie du corps par rapport à cet axe; 
J=i:2/nci)*r*=i:Ia)' sa force vive; 
/i=iG>)Cosa, /?=:(ocosP, ^=ûi)C0sy les composantes de w 

suivant 0^, 0/, 0^. 



En faisant cosa=: -^ cos(3 = ^, cosy = - dans l'expression 

Gi) Cr) Ct) 



-y cosp = -> cosyr-^ 

générale de I (n*» 46, art. II), on obtient 

(a) J = An^-h Bp* -hCq^ — 2Uxynp — ^Eyzpq — ^Usxqn (^). 

Comme J est une fonction homogène du second degré 
de riy p, q, on a 

(*) Gomme vérificatioD, on remarquera que 

J = Em[(/?a — çj-y -\- {qx — nzy -{- {njr — j}xy] = ,,,. 
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Soient Ç= OÇ l'axe du moment de la quantité de mouve-, 
ment m wr par rapport à 0, qui est situé dans le plan rnOw 

et qui est perpendiculaire à Om; P = 1Ç le moment résul- 
tant des quantités de mouvement. 

On ar= 0/w cos (Ç, w); par suite, 

J =S/7i(D'r*=a)S/w.t»)r.0wC0S(Ç, w) = (o2Çcos(C, a>) = Pti>cos(P,u>). 

Donc, la force vive est égale au produit géométrique du 
moment résultant des quantités de mouvement par la rotation 
instantanée. 

Alors, la formule {b) peut s'écrire 



^J ^J ^J / n n n X 



d'où 



{c) P^=-— , Py=---, p=__ (1). 

^ ^ 1 dn ^ 1 dp 1 dq ^ ^ 

92. Équations du mouvement du solide (Euler). — En pre- 
nant pour Oo?, 0/, Os les axes principaux d'inerlie en 0, 
on. a 

J = A«*-f-B/>«-4-G^*, Pa:=A/i, Pr=B/?, P2=C^. 

Soient OP = P, OP' = P' les axes des moments résultant 
des quantités de mouvement par rapport au point aux 
instants ^, ^-h^^; OîL le moment des forces extérieures. On 

pp7 

a(n°81) 311/=-^ — La vitesse relative de l'index P, sui- 
vant Ox, par rapport au système mobile d'axes coordonnés, 

dP 
€st -^; sa vitesse d'entraînement /?Pz— ^P^; on a, par 



( » ) Il est facile d'établir directement ces formules, car on a, par exemple, 

P,= j:m[{qx — nz)x — {pz — qjr)x] = cq — /»H„ + />H^„ 

I dJ 
•ce qui, d'après la formule (a), n'est autre chose que - ^ • 
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dP 

suite, --7j^ + pPz — q^y^^xy on 



dt 



A ^ H- (C — B)pq = OlUa:, et, de même, 



(I) {B^-^(X-C)qn = D\iy, 

C^ -4-(B — A)/j/? = 011Lz. 

Dans le cas d'un potentiel U des forces extérieures, on 
peut remplacer Tune des équations (i) par celle de la force 
vive 

(a) A/i*-h B/?«-t- C^« = aU + ^, 

qui s'en déduit d'ailleurs en les multipliant respectivement 
par ndt, pdty qdt, ajoutant et remarquant 

rfU = Dïixnde ■+- Dïlypdt 4- DÏLzqdt, 

Soient a, (3, y les angles formés avec O^r, 0/, Oz par une 
droite Ou fixe dans l'espace. On a 

(3) ^ (A«cosa + EpcosP 4- C<7C0Sy) = Oîlu, 

équation qui peut se déduire des équations (i), mais par des 
calculs compliqués qui exigent d'ailleurs la connaissance de 
formules que nous n'avons pas encore établies. Si les forces 
extérieures se réduisent à une seule force rencontrant la 
droite Om ou qui lui est parallèle, on a OlL^^zo, par suite, 

(4) Awcosa-hB/jcosP-HGçcosY = const. 

93. Condition pour que, dans le cas oà le moment des 
forces extérieures est nul, l'axe instantané de rotation reste 
fixe dans le solide. — On a 3TL = o, U = const. ; si l'indice o 
caractérise les éléments qui se rapportent à un instant déter- 
miné, on a, par hypothèse, 



n «0 


P _Po 


9 _ qo 


a> u>o 


(1) a>o 


(1) (i>o 
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L*équation de la force vive devient 

Aw«-H B/jî H- C<72 = A w5 -h B/?5 -h C<y3, 

et, en y substituant les valeurs de n, p, q déduites des rela- 
tions précédentes, on Irouve c«) = &)o, par suite n:=znQ, 
p =:/>o, V = 7o« Les équations (i) se réduisent à 

(C — B)po^o= 0, (A — C)(7o«o= o, (B — A)/2o/?o = o. 

Nous avons deux cas à distinguer : 

I*» A>B >C. — 11 faut que deux des composantes /2o»/^o»7o 
soient nulles. Soit, par exemple, n^^zzo, pç^^=:o; Taxe instan- 
tané sera Taxo principal d'inertie 0^. 

2»' A =i: B. — On a 

poqo= o, qo^o= o. 

Si ^0=0» Taxe instantané pourra être une droite quel- 
conque située dans le plan œOy et qui est d'ailleurs un axe 
principal puisque Tellipsoïde d'inertie est de révolution autour 
de Oz. 

Si /io = o, /?o= o, la rotation se maintiendra autour de Or-. 

Ainsi, quoi qu'il en soit. Taxe instantané doit être principal, 
ce que l'on savait d'ailleurs (n° 85). 

94-. Position, à un instant quelconque t, du solide par rap- 
port à trois axes fixes OX, OY, OZ {fig. 4^)* — Soient 

OA l'intersection des plans xOy^ XOY; 

0=:^OZ, 9 = AOX, <^=:A0^ (coordonnées d'Euler); 
OB la perpendiculaire à OA dans le plan xOy, qui est com- 
prise dans le plan ZOs auquel OA est perpendiculaire. 

Dans le temps dty la droite OA se sera déplacée dans le 
plan XOY, en vertu de la rotation -^ autour de OZ et sera 

venue en OA ; le plan x 0/ aura tourné autour de OA' en vertu 

dO 
de la rotation ^; mais cette rotation se compose d'une rota- 

T. i6 



2^2 



* DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE YH. 



tion égale autour de OA et d'une autre rotation infiniment 
petite et négligeable; par conséquent, le plan xOy doit être 
considéré comme ayant tourné autour de OA. Le système 

Fig. 42. 






d'axes Ox, O7 aura tourné dans son plan, en vertu de la ro- 

tation -^i autour de 0^. 
dt 

. ^ . dO ' do 

Les rotations ^ ' ^ se décomposent de la manière sui- 
vante : 






dt ] dB . , 



Or, 



(A) 



l ^? 



d^ 

dt 



-^cosO, suivant Os, 



\ 



dt 



^ 8in6, 
dt 



OB 



•^ sin 6 sin ^, suivant Ox, 



-^ sinôcos^, 



» 



Oj 



dd/ 
On a d'ailleurs la rotation •—■ suivant 0^. En récapitulant. 



i\ 
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on obtient 



I 






di ' di - /'' 

I rfp ^ <£^ 

#^ di ^ 

Les équation? (i) aaront donc liea, en définitire, entre / et 
les inconnues 9, o, -S. 

Les deux premières des équations (5) peuvent être rempla- 
cées par les suivantes : 

ip9 d9 

' dt ' ^ ' dt . /- . 

En éliminant -j- entre la troisième des équations (5) et la 
3seeonde des équations (>';, on obtient la suivante : 

qui peut être substituée à la troisième des équations (5;. 
En posant cos' Z, or) =1 y, cosfZ,^,» =^7% cos-rZ, ;?) =r y% on 

a, par la considération des composantes de ^ mentionnées 
dans le Tableau (A), 



7' = 5îiji6*iD'fr, y= gîn^eos'î'- 7^ = cosfii; 



d'où 



<f^ dH d-t 

fW dh d*j 

-r- = eosft c»r>â ■i' -; sin h ^ia -!» -^ , 

d^ . .dH 

En remplaçant dans ces formules -^9 -^ par leurs valeurs 
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(5') et (5'), on obtient 

-j- = 7 8inOco8i|/ — /7cos0, 
-1-= /icosO — çsioOsin^, 
--i- = — /icos<J/sm6 -h/jsintj'sinô, 



ou 



^T f 9 



avec 

(6') Y*-hY'»4- 7*2 = 1. 

Les variables y, y', / peuvent être substituées avec avan- 
tage à d, ^j lorsque les seconds membres des équations (i) 
sont indépendants de 7, comme cela a lieu, par exemple, 
quand le corps est sollicité par une force constante Q paral- 
lèle à OZ, dont le point d'application a pour coordonnées 
a, b, c parallèles kOx, 0/, 0^. Car on a 

Une des trois équations (6) doit rentrer dans les deux 
autres; mais il sera bon de les conserver toutes trois dans le 
calcul, sauf à opérer la réduction en temps et lieu. 

95. Mouvement du solide lorsqu'il est sollicité par des 
forces qui ont une résultante qui passe par le point fixe. — 
Nous supposerons A > B > C. 

Nous avons 

' A J + (C -B)p^ = o, 
(I) { B^ + (A-C)^n = o, 

c5+(B-A)/i/> = o. 



i 
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£n ajoutant ces équations respectivement multipliées par 
/i, p, q et intégrant, on obtient Téquation des forces vives 

(2) A/i»H- B/?'-h Cgf'= const.//. 

Si l'on ajoute les mêmes équations, après les avoir respec- 
tivement multipliées par A /i, B/?, C ^ et si Ton intègre ensuite, 
on trouve 

(a') A*/|2-f-B2/?2-hC«^2= const.X:2, 

équation qu'on aurait pu écrire immédiatement, puisqu'elle 
exprime simplement que le moment résultant des quantités 
de mouvement est une constante k. 
On déduit des équations (2), (2') 

^î_C// — Bd2(B — C) 

//" = — » 

A(A-G) 

(3) { ^ ^ 

i ^,_ A//-^«-B;7»(A-B) , 

l ^ " C(A-C) 

et, en portant ces valeurs dans la seconde des équations (i), 
on trouve 



(4) rff=±v/ÂC 



^dp 



v/[A-2 — C/f — B/?2(H — ^;] [a h — k^^ B/?2 (A — B)] ' 



on prendra le signe H- ou le signe —i, selon que p croîtra 
ou décroîtra. 

Le temps s'exprimera en fonction de/?, au moyen des fonc- 
tions elliptiques; à l'inverse, on pourra admettre que/?, par 
suite riy qy sont exprimés en fonction de t. 

Reportons-nous aux fig, (\i du n° 94; nous prendrons 
pour OZ la direction du moment résultant k des quantités de 
mouvement. Ce moment se décompose ainsi qu'il suit : 

A: cos6 = C^r, suivant Oz, 

ik sinô sin^' = Aw, suivant Ojt, 
k 8in8 0084' = B/), D Oj, 



d'où 



û CûT , A« 
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En multipliant par sin0 la seconde des équations (5') du 
n° 94 et ayant égard aux valeurs ci-dessus de sinôsinip, 
sin 9 cos^», on obtient 

k^ ) dt '~ k ~ k ' 

ou, en remplaçant ^' par sa valeur (3), 

^ ^ dt ''[A(A«-C/0-HBCpî(A-B)J 

et, en se reportant à la valeur (4), 9 pourra s'exprimer en 
fonction de p. 

Cas singulier de k^ — BA = o. — En portant la valeur de h 
déduite de cette relation dans les formules (3), on trouve 

(B-C)(A'-B^jp^) 
AB(A — G) 

(A^B)(A:î-BV«) 
^ BC(A — G) 

Pour que n et ^ soient réels, il faut que k^~B^p^>o et, 
par suite, que p^ ne dépasse pas une certaine limite. Les ro- 
tations n, q resteront de même signe que leurs valeurs ini- 
tiales «o> 9o9 jusqu'au moment où elles s'annuleront pour 

k 
/?=i:ik ^; mais, comme à partir de cet instant le solide tour- 
nera autour de l'axe permanent 0/, on n'a qu'à considérer la 
période ci-dessus. 

Si l'on fait hz=L —^ dans la formule (4), et si l'on pose 

£> 



2A: / (A-B)T^ 
B V AC 



-B)(A-C) 

=: m, on trouve 



mdt=±[J^-^-^ ^^ 



-hB/? k~)ip 

d'où, en désignant par N une constante, 

ib mt = logN -; 77*- et P = f: ; rr 

^ k — tàp ^ B e^»^^ 4- N 
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On voit ainsi que p n'atteindra sa limite ±: ^ que pour tznoo. 

96. Interprétation géométrique du mouvement ci-dessus. 
— On donne le nom àe pôle de rotation à l'intersection m de 
Taxe instantané de rotation avec Tellipsoïde d'inertie 

(i) A^«-hBjr« + C«*=i. 

Si Ton désigne par - la distance du centre au plan tan- 
gent mené au point (^, /, 5) de la surface, on a 

(2) A«jc«-i-B«j*-hC«2«=7)«. 

Les équations (i), (2) et les équations (2), (2') du numéro 
précédent sont vérifiées par 

H = x^h^ p =zy^h^ y = z^i^ ri^= -j- = const. 

On voit alors que x, 7, z sont les coordonnées du pôle de 

rotation m puisque — = ^ = - • 
'^ ^ n p q 

Si r désigne le rayon vecteur Om, on a 

w = y/Tir, 

Le cosinus de Tangle avec a: de la normale N à l'ellip- 
soïde au point m est 

,xT \ Aa? kn An 

cos(N, x) = ■ = , = -r y 

et de même 

cos(N, jr) = -£, cos(N, 5) = -^; 

donc, la normale en m, à rellipsoïde, reste constamment pa- 
rallèle à l'axe OA: du moment des quantités de mouvement; 

de plus, comme ~ est une constante, le plan tangent en m est 
fixe dans l'espace et parallèle au plan invariable. • 
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La composante de w parallèle à N ou OA: est 

— = T = const. (*). 

De ce qui précède, on déduit les théorèmes suivants 
(Poinsot) : 

I. Le pôle de rotation est le point de Vellipsoïde d'inertie 
où le plan tangent (P) est parallèle au plan invariable. 

II. Le plan (P) (dit directeur) est fixe dans V espace, 

III. La rotation instantanée est proportionnelle au rayon 
vecteur du pôle, 

IV. Sa composante normale est constante. 

V. Le mouvement du solide est défini par le roulement de 
l'ellipsoïde sur le plan directeur. 

Le lieu du pôle de rotation sur Tellipsoïde d'inertie est ce 
qu'on appelle la Polhodie; elle est l'intersection de cet ellip- 
soïde avec l'ellipsoïde représenté par l'équation (2). 

En retranchant l'une de l'autre les équations (i) et (2) 
après avoir multiplié la première par A, on obtient 

T]*— A = B(B — A)j«-t- C(G — A)3î< o, 

et de même yj*— C > o. La valeur de tq*— B, étant composée 

d'un terme positif et d'un terme négatif, peut être positive, 

nulle ou négative. 

Les inégalités yî*-— A<o, tq*— C>o résultent d'ailleurs 

• II 

de ce que -j^y -7= étant le plus petit et le plus grand des 

VA \JC 

demi-axes de l'ellipsoïde d'inertie, on a -= < -> -,- > -• 

V^A ^ V^G ^ 

En retranchant l'équation (2) de l'équation (i) multipliée 
par Yî', on obtient la suivante 

(3) — A(A — V)-^'+B(V— B)j'-hC(V— C«)32=o, 



(•) C'est ce qui résulte aussi (n® 91) de a>Acos(A, w) = A. 
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qui représente le cône du second degré (C^), lieu de Taxe 
instantané de rotation dans le solide. Ce cône étant considéré 
comme ayant pour axe Ox ou 0-^, selon que rj' — B^o est à 
base elliptique. 

Si Y)2=:B, le cône (C^) se réduit à deux plans, mais Taxe 
instantané restera dans celui d'entre eux où il se trouvait à 
rinstant initial. 

On sait que le produit RR' dç^ rayons de courbure princi- 
paux en chaque point d'un ellipsoïde est égal au produit des 
trois demi-axes divisé par la quatrième puissance de la di- 
slance du centre au plan tangent. Il suit de là que, en tous 

les points de la polhodie, la courbure moyenne — — ^ (telle 

que Tentend Gauss) de rellipsoïde d'inertie est constante. 

Vherpolhodie de Poinsot est le lieu du pôle de rotation sur 
le plan directeur; c'est la base du cône (C>i), lieu des axes 
instantanés de rotation dans l'espace sur lequel roule le 
cône (Cp). 

Nous renverrons au Tome VII (Chap. VI) pour l'étude de 
l'herpolhodie qui n'offre aucun intérêt au point de vue de la 
Mécanique. Toutefois, avant d'abandonner notre sujet, nous 
ferons connaître une dernière représentation géométrique du 
mouvement, due aussi à Poinsot, qui est intéressante en ce sens 
qu'elle conduit MM. Darboux et Kœnigs à la construction d'un 
ingénieux appareil, Vherpolhographe, qui, comme l'indique 
son nom, permet de tracer mécaniquement l'herpolhodie. 

Fig. 43. 




Soient {fig. 43) (P') un plan parallèle en à (P), m' la pro- 
jection du pôle m sur le plan. Concevons qu'on imprime à 
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(P'), autour de 0/:,Ja rotation normale —: la rotation rela- 



tive du solide par rapport à (P') sera \[h.{^m\ et Om' tracera 
dans le solide un cône (C), qui roulera d'un mouvement re- 
latif sur (P'). 

, En désignant par x\ y\ s' les coordonnées de m! et pro- 
jetant le contour Om'm sur Ox, on obtient 

, I An I A /7 / A \ 

jr = X 7- =x -v/ij: = x(i -); 

T^ k Ti k^ \ r,« / 

d'Où 

X = ~ — - et de même x = , p ' z= ' 



En portant ces valeurs dans les équations (i) et (3), on trouve 
les suivantes 

\x'* By* Cz'* 



T^î— A T,2— B T^*— C 

dont la seconde représente le cône (C). Ainsi le lieu de m' 
dans le solide est l'intersection d'un cône et d'un ellipsoïde. 
Le cône (C) a le même axe que (C^), et sa base est elliptique. 

Fig. «. 

i I 



mfim^i^Mim^mm. 



CP) 




mmmmmmFimi 



Arrivons maintenant à l'herpolbographe (Jig. 44). On se 
donnera û = -r, - = 2L, et l'équation (3) de (C^), ce qui déter- 
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mioera les valeurs numériques de h, k. A, B, C et, par suite, 
Téquation de (C). On terminera le cAne (C;,) par la pol- 
hodie. Le plan (P') est représenté par la face inférieure d'un 
disque horizontal denté sur son pourtour, le cône (C) par 
une roue dentée engrenant (') avec(P') et faisant corps avec 
le cône (C;,) réduit à une écorce. Mn mouvement d*horlogerie 
imprime à (C) la rotation 12; le cône (C) roule sur le plan (P), 
et le roulement sur le plan (P) du bord de (C;,) trace Ther- 
polhodie. 

97. Stabilité des axes permanents de rotation. — Nous ne 
ferons ici aucune restriction sur les grandeurs relatives de 
A, B, C 

Le solide est animé de la rotation uniforme g^ autour de 
l'axe permanent O^; on lui imprime, et par conséquent au so- 
lide, une rotation n^-^ p^ aussi petite qu'on voudra; pour que 
Taxe Os soit stable, il faut que l'angle compris sous O^ et 
l'axe instantané reste très petit quel que soit /, et, par suite, 
qu'il en soit de même de /i, p dont on négligera les carrés et 
les produits devant g^. Les équations du mouvement se ré- 
duisent aux suivantes 

C~T' = O, d'où q = q^*. 

Si, en désignant par rx, /, P, 7. des constantes, on substitue, 
dans les équations (i), 

il) /i = Psin(atr-4- >*), /> = P/cos^«/ — /. », 



( * ) Cet engrenage dit plan conique est le cas particulier de leagrenage eo^ 
nique où Pan des cdoes primitifs se réduit à on plan. Le point fixe est déter- 
mina par une suspension de Cardan. 
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on trouve 

(3) 



^-'^T ÂB ' '-yw^^rcr 

Les valeurs (2) sont les intégrales complètes des équations (i), 
puisqu'elles renferment deux constantes arbitraires P et X. 

Mais il faut, pour qu'il y ait stabilité, comme on Ta supposé, 
que a soit réel; car, autrement, n, p renfermeraient des 
exponentielles, c'est-à-dire des termes croissant avec le temps ; 
ce qui exige que 

A>C, B>C ou A<C, B<G, 

ou que la rotation Ço ait lieu autour de Taxe principal d'inertie 
correspondant au plus grand ou au plus petit moment. 
On peut justifier ainsi qu'il suit cette proposition. On a 

A« - C/i = Aw»( A - G) -h BpHB - G) = A/iJ (A — G) -H BpJ (B — C). 

Le iroisième membre de cette équation est censé très petit; 
si A > C, B > C ou A < C, B < C, on voit que n, p resteront 
très petits, mais on ne peut rien dire quand C est le moyen 
moment d'inertie. 

On déterminera P, X par les conditions de /i=:/io, p=^Po 
pour / = o. 

D'après une formule du n° 95, on a 



• A/2 A , ^ . 

tang4^ = gr = Ï37 tang(ar -h A). 



De plus, 



p 

= 77— /A* siu«(a/ -h X) -H B*f* cos2(af -h X) . 

Dans l'équation suivante, empruntée au p° 95, 

dt "" A*— C^2 " ^ x^n^-hW^p^' 

on devrait remplacer /i, p par leurs valeurs (2); mais, dans 



DU MOUVEMENT d'uN CORPS SOLIDE. 253 

rintégration, le calcul présente certaines longueurs qu'on 
évitera en ayant recours à la troisième des formules (5) du 
n" 94 qui donne, en y faisant cosQ =: c , ^ — q^^ 

Tu^di -^^' 
par suite, en choisissant convenablement la direction de Oj:*, 

f = qot — ^ = qot — arctang --: tang(a/ -h X) . 

98. Mouvement d'un solide lorsque son ellipsoïde d'inertie 
est de révolution. — Soit B = A, on a 

C ^ = o, d'où q = ryo, 

A^ -f-(C — A)y?^o =o, 
B^£-f.(A-C)7o''=o. 

Les formules ( 2 ), ( 3 ) du numéro précédent sont applicables 
ici, mais rigoureusement, et Ton a ainsi 

a = 7o(A — C), / = !, // = P8in(af-i-X), ;? .= Pco8(a^H- X): 
de plus, 

A/i 

tangd/ = ^r- = tang(ar-f- X) ou •]/ = <j/o-h a/, 

d9 j(h — Cq^) ., (fi^-{-p^) k ,, , kt 

JL = k -. -~ = AA: . ,, , — r= r' d ou o = flpo-»--T-; 

di k — C^q-^ k^{n*-hp^) A ^ ^" A ' 

d'ailleurs, d'après Cq=^Cqo = kcosQy on voit que = ^0» 
c'est-à-dire que 0^ décrit un cône de révolution autour 
de OZ. 

99. Emploi d'axes mobiles dans le solide lorsque son ellip- 
soïde d'inertie est de révolution, —-. Soient 

Ox Taxe de révolution de Tellipsoïde; 
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Yî, OÇ deux axes rectangulaires perpendiculaires à Taxe Ox^ 
autour duquel ils tournent avec la vitesse angulaire «'; 

n, r, s les composantes de la rotation instantanée du corps 
suivant 0^, Or), OÇ; 

OP = P Taxe du moment des quantités de mouvement. 

Les composantes de vitesse relative de Tindex P par rap- 
port aux axes mobiles suivant OÇ et Om sont respectivement 

B ~) ^ j~^ l^s composantes semblables de la vitesse d'en- 
traînement sont aussi — Anr 4-B//i' et Ans — Bsn\ 
On a donc 



(a) 



(» 



(c) 



B ^ -H ^( A/i — B/j') = DïLf^, 



Si l'on fait n = n', on retombe sur les formules d'Euler dans 
le cas de C = B. Soient {Jig. 4^ ) OV une droite fixe dans l'es- 
pace; 9 l'angle VO^. 
Nous prendrons Oyî perpendiculaire au plan VOo?. 

Fig. 45. 




La rotation de ce plan autour de OV se décompose en deux 
autres : l'une suivant OÇ, qui n'est autre chose que s, et 
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l'autre n'z=::scoi6; les deux équations (6), (c) deviennent 

dr 

(ù') B ^ -h f (A /i — Bécote) = DKr^. 

ds 
(c') B^ -Hr(BjcotO — A/i) = Oit!;. 

Admettons que le moment par rapport à OV des forces ex- 
térieures soit nul; nous avons DXL^=:o, OnLç = o, /ir^^const., 

et, si Ton remarque que rz=i—y Téquation {&) devient 

ds 
B -r sinO -4- B^ cosô — A/i sinO = o, 
dt 

d'où 

(c") B^sinô-H A/icos6= const., 

équation qu'on aurait pu écrire immédiatement, puisqu'elle 
exprime que le moment des quantités de mouvement estimé 

suivant OV est constant. 

Supposons que OlL^i soit encore nul ou, en définitive, que 
011/ = 0. Prenons pour OV la direction du moment k des 
quantités de mouvement. Nous avons 

« = const., A/2 = /:cos6, B.y = A:sin6; 

par suite 

G = const., j = con8t., /• = o. 

L'axe instantané de rotation décrit autour de 0^ et de OV 
des cônes circulaires dont le second roule sur le premier. 

• 

100. Mouvement autour d'un point fixe d'un corps pesant 
dont l'ellipsoïde d'inertie est de révolution et dont le centre 
de gravité G se trouve sur l'axe de révolution (toupie gyro- 
scopique). — Soient M la masse du corps; / la distance OG 
{fig. 45). Nous dirigerons OV en sens inverse de la pesan- 
teur et nous caractériserons par l'indice o les quantités qui 
se rapportent à l'instant initial. 

L'équation {c") du numéro précédent et l'équation de la 
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force vive nous donnent 

(i) B^sinO -♦- A/icos6 = B^o sinOo-f- A/icos6o, 

(2) B[(r»-hf') — (rî + .fj)] = 2M^/(cos6o— cosO), 

d'où 

A// Ccos6o — C086)-H B^o sinOo 



(3) .v = 



Bsine 



' . 2 M^'/ (cos 60 — 008 6) -h B (r^, -t- r J ) 



^■*^ ''""^/~~/bV ( Bsm«0 .^' 

On remarquera, d'après Téquation (3), que Q ne peut s'an 

nuler que si 

A/i(cos6o — i) -hB-foSinOo = o, 

d'où 

et alors on peut écrire 

A/2(cos6o— cosO)-h B.vosin6o -- A/i(cos6o — i) — B.yo >inOo 



s = 



siiiO 

A^ e 

B 



= -77- lang - , 



et s s'annulera avec B. 

Dans l'équation (4), qui fera connaître t en fonction de 5, 
on devra prendre le signe -h ou le signe — selon que B croî- 
tra ou décroîtra. 

Soient 

OX un axe horizontal fixe ; 

H la projection du centre de gravité G sur le plan XOyî, 



p = OH = Zsin^, ^ = HOX; 
U l'angle formé par la tangente menée au lieu de H avec le 
rayon vecteur p. 

La rotation s se décompose en — 5cot^ suivant Oo? et 

g 

12 = -r—r, suivant OV. 
sind 
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La seconde composante étant égale à -~~ > on a 

^^^ sine dt d^ 

Comme 

sinô 



dp = / C086 rf6 = Ir cosô dt, d^ --- -.— ^ dt, 



il vient 

(6) '«"«U=p| = --1^,. 

Discussion : 

I. Tq n'est pas nul et nous le supposerons positif. 

L'angle croîtra d'abord à partir de Ôq et, dans la formule (4), 
il faudra d'abord prendre le signe -h. Mais la quantité sous 
le radical, qui était B r J pour = 0o> devient — oo pour = tt ; 

donc -j- s'annulera pour une certaine valeur Q^ > 6o de 9. 
dt 

A partir de là, il fa^udra prendre le signe — ; B repassera 
par 00 et diminuera encore jusqu'à une certaine valeur 02<9o* 
pour laquelle rr^o, puisque la quantité sous le radical de- 
vient — 00 pour = o. Il faudra alors prendre le signe -+- jus- 
qu'à = ^1, et ainsi de suite. L'axe OG oscillera donc dans 
le plan mobile \0x entre deux positions OGi, OGj. 

Comme U^go® pour r -o, le point H décrira une ligne 
tangente aux circonférences ayant pour rayons /sin0,, /sin^j. 

IL ro~-o. — En posant 

Pr^ 2M^B/sin«6--A«««(co86o—cosô) 

M-B*jJ(co86 -Hcos6o) ~ 2AB//^o8inOo» 

on a 

jû 

^7> '•^ Tt =^-g-SK6^^('^'"^^-^'^'^>- 

Pour 6 ^si 0o> ïa valeur de P est 

Po=-- •2B(M^/8inî6o-+-B.rî cosOo-- A/i^osinÔo); 

si on la suppose positive, Q commencera à croître à partir 
de 00 et Ton devra prendre le signe -f- dans l'équation (7). 

I. 17 
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Mais r finira par s'annuler, car pour — tt, la fonction P 

prend la valeur — 2 ( An cos -^ -h B^o sin — j < o. L'équation 

P = o a donc ad moins une racine comprise entre 0o et tt et r 
s'annulera pour la racine B^ qui suit immédiatement Bq. A 
partir de = 0i, l'angle B décroîtra; on devra, dans la for- 
mule (7), prendre le signe — jusqu'à = 9o> puis revenant 
vers 01 il faudra prendre le signe h- et ainsi de suite. 

Si l'on avait Po< o, on aurait B^ < B^. 

La forme du lieu de H est analogue à celle du numéro 
précédent, en faisant 0,= 0o« 

IIL ro= o, 5o= o. — En posant 

. _ 2M^/B 
on a 



(8) r = ±1 iT-T— r v/( cos ôo — C086)(X sm*6 — cosÔo-hcosO). 
^ ' B sinG «^ ^ " ^^ 

Comme le coefficient de (cosÔq— cos0) sous le radical est 
positif pour B^~B^y B croîtra de B^ à 0i>0o> ®^c« L'équation (3) 
donne 



$ = p . n (cosOo— cos6), 
BsinÔ^ 



et l'équation (6) 



-- l ^ / COSÔo — CO8Ô 



X siii*0 — cos 60 -h cos 6 

On voit que la ligne décrite par H est tangente à la circon- 
férence dont le rayon est /sin^i et qu'elle a des points de re- 
broussement sur la circonférence ayant /sin^o pour rayon. 

Foucault est arrivé à faire exécuter au solide, autour de Oa?, 
trois mille tours par minute, soit /i=r3i4,i6, et, dans les con- 
ditions où il s'est placé, la constante X était assez petite 
pour qu'on puisse en négliger le carré. D'après l'équation 
Xsin'^i—cos^o— cos^i, on voit que Bi—BQ-=tiy par suite 0— 9o=ê 
est de l'ordre X; on reconnaît alors facilement que 

/•= B-/e(s.-e)=^. 
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En posant 6 = €i sin'o", on obtient 

, 2B , An 

Xn aB 

et finalement 

. , Ant 
e = Êi sin* — î7 . 

'ID 

Si l'on désigne par T la durée d'une oscillation de Ox dans 
le plan VO^ ou la valeur de t pour e i.- ei = X sin^o» ^^ ^ 



T= — 

An 



D'autre part, 



An , ^ ^^ A//Êsinôo Awe 

s= ^-T— s (ces 60— ces 6) = p . a = -^-; 
Bsm6^ " ^ Bsin6 B ' 

par suite, la rotation du plan VO^ autour de OV est 

s Ans 



Û = 



sinO BsinOo 



La moyenne Q' de li, qu'on peut seule observer, a pour 
valeur 



,- -1 f- 



û'=- / adz=. ^^^^ =^^ = M, 

aBsinôo 2B An 



La durée d'une révolution du plan ci-dessus autour de OV 
sera donc la valeur absolue de 

ait aicAw 

"û' ^ 'WgT ' 

Le mouvement du plan VO^ sera direct ou rétrograde selon 
que /^o ou que le centre de gravité G se trouvera au-dessus 
ou au-dessous du plan horizontal passant par le point 0. 

. De la stabilité de V équilibre de Vaxe de révolution,. — Si 
nous posons A ==:Ma', B = M6*, rJ-i-5j = ci)J, l'équation (4) 
prend la forme 



L'axe Ox est en équilibre lorsqu'il coïncide avec la verti- 
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cale du point 0. L'équilibre est stable si, en écartant O^ de 
la verticale d'un angle ^o aussi petit qu'on voudra et lui im- 
primant une rotation (ùq, également aussi petite qu'on voudra^ 
l'écart par rapport à la verticale reste constamment trè& 
petit. 
Deux cas sont à distinguer selon que, lors de l'équilibre, le 

centre de gravité G se trouve sur OV ou sur son prolongement. 

Premier cas, — L'écart initial 6q et l'écart 0, à un instant 
quelconque, sont censés assez petits pour qu'on puisse en 
négliger les carrés devant l'unité. 

Si l'on pose 

ix = ^ ^' — gib*\ es + 6* w» - a» 6» «*, e„ 

-i*fJ65-4-a»è««f»6J, 






l'équation (4') devient 




I — 



4X 



{'-&) 



A son inspection, on voit que, pour que Ç soit réel et ne 
croisse pas avec le temps, il faut que 

X>o. 
De la seconde de ces conditions, on tire 

(9) «>^iV^^- 

La première condition revient à 
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et sera satisfaite, en prenant, comme il est permis de le faire, 

le rapport -— suffisamment petit. 

Généralement, dans les expériences, on fait dévier Taxe Oar 
de la verticale au moyen d'une règle, et on l'abandonne en- 
suite à lui-même sans vitesse initiale. On a alors 

_ (a»/f2-.2g-/6»)e« _ _ a^n^ 

Dans la réalité, n diminue graduellement par Tefîet des ré- 
sistances passives et finit par se trouver au-dessous de la li- 
mite (9), ce qui explique pourquoi, sous la moindre influence 
dérangeant 0^ de sa position d'équilibre, cette droite s'écarte 
de plus en plus de OV dans le plan tournant VO^. 

Second cas. — On remplacera d'abord dans la formule (4') 
Q par i8o° — 0, Oq P^r iSo*» — 0o> ce qui revient à conserver 
cette formule en changeant les signes de a*, /; à cela près, 
les calculs qui précèdent reçoivent ici leur application, et, 
comme X est essentiellement positif, l'équilibre est toujours 
stable. 

101. Des efforts qu'il faut développer pour déplacer Vaxe 
d'un solide de révolution animé d'un mouvement gyratoire 
très rapide autour de son arbre et fou sur cet arbre, — Lors- 
qu'on maintient dans la main gauche une extrémité de 
i'arbre et qu'on veut imprimer à l'autre extrémité A, par la 
main droite, un déplacement angulaire, on éprouve une ré- 
sistance d'autant plus grande que le mouvement gyratoire 
autour de l'arbre est plus rapide, et c'est ce que nous allons 
expliquer. 

Aux notations du numéro précédent, nous joindrons les 
suivantes : a est la distance OA et F est la réaction de la main 
droite sur le point A. 

Le déplacement élémentaire de A a pour composantes 

— ar dt suivant Ç, asdt suivant tq . 

Le déplacement élémentaire vertical de G est 

— rf./cos6 = l^in^rdî. 
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En ne perdant pas de vue que n est constant, l'équation de 
la force vive est 

-^d{s^-\-r^) = ^glrs\ïi^dt-\-Y asdt — Y^ardt, 

ou 

En prenant les moments par rapport à OV, on obtient 

-. (A/icosô -t-B^sin6) = F^«sin6, 

Où 

ds 

(2) F^ a = — A wr -h B jr cot6 -f- B -r • 
^ ^ ^ . dt 

Si Ton en élimine Ft^ entre les équations (i) et (2), on trouve 

(3) F^a = MglsmB — Ans H- Bs^ cot6 — B ^. 

Mais il n'y a lieu de considérer que l'excédent de l'effort dû à 
la rotation n et alors on a simplement 

(2') F^«=-A/ir, 

(3') ¥^ = -Arts, 

d'où 

Y^asdt — F^ ar dt = o, 

ce qui exprime que le travail élémentaire de Tefifort de F est 
nul ou que cet effort est normal à l'élément de chemin décrit 
par A. 

On déduit des équations (2'), (3'), 

„ An /— Antti' 

F = — s/r^-i-s^ = ) 

a a 

en désignant par «' la rotation imprimée à OA, d'où un théo- 
rème qu'il est facile d'énoncer. 
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§ m. — Du mouvement d'un solide libre. 

102. Ce mouvement se compose (n®» 81 et 83) : i° du mou- 
vement du centre de gravité où la masse serait concentrée, 
soumis à l'action des forces extérieures; 2° du mouvement 
autour du centre de gravité considéré comme fixe, produit 
par les forces extérieures. Un projectile dans Tair après sa 
sortie de l'arme nous offre un premier exemple d'un corps 
libre ; son mouvement autour du centre de gravité est produit 
par les pressions produites par Tair sur les éléments superfi- 
ciels du projectile et qui dépendent des vitesses de ces élé- 
ments. Mais nous laisserons cette question de côté parce 
qu'elle perd son caractère rationnel, par suite des hypothèses 
qu'on est obligé de faire sur la loi des pressions élémentaires 
et parce qu'elle rentre dans le programme des cours de Balis- 
tique des Écoles d'application. 

Nous nous restreindrons à traiter la question suivante : 

103. Mouvement de la Terre autour de son centre de gra- 
cité, dû à ce que les attractions lunaire et solaire ne passent 
pas exactement par le centre. — Comme pour notre hémi- 
sphère la rotation a lieu de la droite vers la gauche pour 
l'observateur couché suivant l'axe de rotation, en ayant la tête 
au pôle boréal, nous admettrons, par exception, que ce sens 
est celui des rotations positives, ce qui reviendra à changer 

les signes des coefficients ^® 777' 7^' ^' ^^ ^^^^ ^^s équa- 
tions d'Euler (n« 92). 
Soient (fig. 42 du n° 94) 

O le centre de gravité de la Terre; 

XOY le plan de l'écliptique à une époque déterminée, prise 

pour origine du temps; 
0^7, 0/, 0^ les positions à l'instant t des axes principaux de 

la Terre dont les deux premiers déterminent le plan de 

l'équateur; 
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OA rintersection des plans ^Oj, XOY ou la ligne des équi- 
noxes, et OX sa position initiale; 

X» Y) les composantes de la rotation instantanée suivant OA 
et sa perpendiculaire OB dans le plan a^Oy; P^, Prj les 
composantes semblables du moment résultant F des quan- 
tités de mouvement. 

Comme le moment DTL des attractions du Soleil et de la 
Lune par rapport à est très petit, il en sera de même de 
^y Pf X» ^ ^o^t ^^ négligera les carrés. 

L'équation d'Euler qui se rapporte à 0-s donne 



^0 



^ r DXLzdt; 



mais, comme nous le verrons ci-après, l'intégrale peut être 
négligée, de sorte que nous considérons q comme constant. 
Nous avons 

71 = ^cos^^ -f- Tj sin^J», p — — ^sin^j^-i-TQ cos'l', 

P^ = An cos^/ — Bp sinij/, ^ — A siinj^ -h B/? cos'j^, 

d'où, par Télimination de n, /?, 

Io A-f-B A — B, , ... 

A-^-B A B 
P = — TJ -— (-XS»I^2^ -+-7)00821};). 

On a P — s/C*q^—P{—Pf^=:Cqo, et, comme la droite OP 
fait un angle du premier ordre avec Oz, on peut la considérer 
comme se confondant avec cet axe. 

La vitesse d'entraînement de l'index P qui se rapporte au 
mouvement du système de OA et OB a pour composantes 
— G^o"^» C^oX suivant ces deux droites; d'où les équations 

(2) -^ -Cqori = OÏL^, -^ + C^oX ^ ^V 



avec 



(3) X = -? 
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d'ailleurs la rotation -^ autour de OZ donne 

at 

<4) '^^"'di^ 

Les rotations %, f\ étant indépendantes de ^^ la substitution 
des valeurs (i) dans les équations (2) ne laissera subsister 
que des termes en sin2 4'9 COS24'. Mais la droite OA se 
déplace lentement et ç n'augmente annuellement que de 
5o%3. On peut donc considérer OA comme fixe pendant 
un jour; comme — 4* = ^o< passe en vingt-quatre heures de 
zéro à 2 7r et que pendant cette durée sin2^ s'annule quatre 
fois et COS2 4' deux fois, les termes en sin2 4^ et cos2 4' 
n'influent en rien sur les mouvements de progression 

de 9 et 4'- On écrira en conséquence, en désignant par 

A -i-B 

A'= le moment d'inertie moyen dans le plan de 

l'équateur, 

€t les équations (2) deviendront 

A' J -C^o-n - OTVx, A' J H-C(7oX = ^rj. 

On reconnaît, en Mécanique céleste, que %, f\ sont de la forme 
2H,sin(ïYH-e,) où i. H/, e, sont des constantes; mais, comme 

Y, Y) varient avec une grande lenteur, i est très petit, par suite, 

cty dfi 

-~j -j-j qui sont de l'ordre «, peuvent être négligés. 

Les équations ci-dessus se réduisent alors aux suivantes : 

(5) CqoTi ^ - DTLy^, C9oX = ^^- 

Soient M la masse du Soleil ou de la Lune par rapport à 
celle de la Terre prise pour unité; a la distance de son centre 
de gravité ( j?, j, 5) à celui de la Terre. En poussant jusqu^au 
second ordre l'approximation de l'attraction de l'astre sur la 
Terre, on trouve facilement 

3M 3M ^M 

^ar=^(C-B)zr, D[Ly=--~(A^G)xz, ^,=:^(B-A)xr, 

ti €i et 
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d'autre part 

SfïLy^ = DïLx cosi]; — 3K/y sinip, DÏL = DTix sin <|/ -h DïLy cos^. 

Si l'on substitue à ^, 7 les coordonnées ^', 7' parallèles ?r 
OA, OB, soit 

a: = J7'c084/ -ny sin<|^, 7=ycos<|^ — a:'8in<J;, 

et si Ton fait abstraction des termes en sina^^, cos2^ pourles 
motifs que nous avons donnés plus haut, on trouve 

En substituant ces valeurs dans les équations (5), puis les 
expressions de ûo\ 7', z' en fonction des coordonnées astro- 
nomiques, on déterminera x> ^ et par suite les mouvements 
de pression 9 et de nutalion ô. 



§ IV. ~ Du mouvement d'un solide pesant de révolution 
reposant sur un plan horizontal. 

104-. Le centre de gravité G du solide est animé d'un mou- 
vement rectiligne et uniforme dont on fera abstraction. On 
désignera par GV la verticale de G, dirigée en sens inverse de 
la pesanteur, par 6 l'angle qu'elle forme avec l'axe de révolu- 
tion Gx; enfin, on fera usage des axes rectangulaires mobiles 
Gy), GÇ, dont le premier est perpendiculaire au plan VG^. 

Les composantes de la rotation instantanée suivant G<r, 

Gt), GÇ seront désignées par /i, rz= — - et5. 
Nous avons à résoudre deux questiojis. 

105. Le solide repose sur le plan par un point de son axe 
{toupie). — Soient {fig. 45, n*> 99) 

N la réaction du plan ; 

l la distance OG; 

I la projection de G sur le plan. 
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De GI = / cos 9 on déduit, pour la vitesse verticale de G, 

dGl f • A ^ô t ' tk 

dt dt 



Les moments de N, M^ par rapport à la droite GV étant 
nuls, le moment des quantités gyratoires du corps autour 
de G, estimé suivant cette droite, est constant, c'est-à-dire 
que, en caractérisant par Tindice o les éléments qui se rap- 
portent à l'état initial, on a 

An cos6 -h Bj sin6 = A/î cos6o-+- Bo sinôo, 

d'où 

A/2(cosôo— 008 6) -4- Bjo sinôo 



(I) s = 



BsinO 



jp ï 
Eu égard à la valeur ci-dessus de —rr-y Téquation de 

Kœnig (n<» 72) donne 

B(r«-4-J» — rj— 5j)-i-M/*(/'*8in»0 — rJsin«6o) 
= 2Mg^/(co86o — cos 6), 

d'oii, en ayant égard à la valeur (i). 



V// 2Mg-/(co8eo— cose)-hB(r5-i- si) 

/ M7t 9 • 9û [A/i(co8eo—cos6)H 



B^M/»8inîe 

L'équation (a) est un peu plus compliquée que l'équa- 
tion (4) du n° 100, qui se rapporte à la toupie gyroscopique ; 
elle se discutera de la même manière et conduira à des résul- 
tats analogues. 

i06. Le solide reste tangent au plan horizontal, — Soient 
ifig' 46) 

K la projection du point de contact sur G^: 

I l'intersection de la direction de GV avec le plan; 

l'équation de la courbe méridienne; 
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V la vitesse verticale de G; 

W la vitesse verticale de dans son mouvement relatif par 
rapport à G. 

Fig. 46. 




On a pour le point 



dx 



îii^_cote 



ou 



(•') 



dl 

dx 

w 



= cot6, 



et les équations (i) et (i') feront connaître les coordon- 
nées iT, Ç du point en fonction de (*). 
La vitesse verticale absolue V h- W de étant nulle, on a 

V= — W. 



Gomme W ne résulte que de r x OG, sa valeur est 

W = r X Ôî = r (GK sine — ÔK cosO) -= r(— x sinO -\- Ç cosô), 



par suite, 



V = r{x sinô — Çcosô). 



a?» t* 
(M Dans le cas de l'ellipsoïde h t- = i» OQ a 



X 



a* cos6 



C = - 



b* sîn6 



\/a* cos»8 H- b* sin'6 ^a* cos«6 -h ô«sin*0 
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La hauteur de G au-dessus du plan fixe étant 

Gïj= GK cose -+- ÔK sin6 = — (xcosO -h C sinO), 
les équations du mouvenoent sont 

A/îCOSÔ -H By sia6 — A/icosôo-i-Bjosinôo, 

B(r»H-*« — rî--^J)-+-M[(a7sine — Çco8e)«r«— (a:o8ineo--CoCOs6o)*r5] 
= 2Mgl( — xoCOSÔq — Îosiûôo-^xcos8 -+- ÇsinO). 

Ces équations conduisent encore à des résultats analogues 
à ceux qu'on a obtenus pour la toupie gyroscopique. 

Dans la réalité, le solide s'élève bientôt sur l'un de ses 
sommets et d'autant plus rapidement que le plan est plu& 
rugueux, ce qui est dû, par suite, au frottement. 



»•••< 
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CHAPITRE VIII. 

DU MOUVEMENT RELATIF D'UN SOLIDE PAR RAPPORT 
A UN SYSTÈME INVARIABLE. 



107. Les équations du mouvement sont les mêmes que 
celles du mouvement absolu en joignant les forces appa- 
rentes aux forces extérieures. 

Quand il s'agit du mouvement pelatif d'un corps pesant par 
rapport à la terre, on n'a qu'à faire intervenir les forces cen- 
trifuges composées. 

Nous nous bornerons à donner quelques exemples du mou- 
vement relatif d'un solide de révolution, problèmes dont les 
solutions seront rendues plus simples dès que nous aurons 
établi les deux lemmes suivants : 

108. Lemmes : 

L Réduction des forces centrifuges d'un solide de révolu- 
tion qui tourne autour d'un axe OZ as^ec la vitesse angu- 
laire w. — Soient 

G le centre de gravité de la masse M du corps, par lequel on 

fera passer le plan ZOX; 
A, B les moments d'inertie du solide par rapport à l'axe de 

révolution G^ et à toute perpendiculaire en G à cet axe; 
X, Y, Z les coordonnées d'un élément matériel m de M; 
Xi, Zi celles de G. 

Nous n'examinerons que le cas, qui peut seul nous être 
utile, où l'axe de révolution Gx est compris dans le plan ZOX, 
et nous désignerons par a l'angle qu'il forme avec OZ. 






DU MOUVEMENT BELÀTIF D UN SOLIDE, ETC. 27 1 

Les composantes des forces centrifuges parallèles à OY se 
<3étruisent deux à deux et la résultante de ces forces est 

c'est-à-dire la force centrifuge du centre de gravité où la 
masse M serait concentrée. 
Soient 

GÇ la perpendiculaire à G^ dans le plan ZOX; 

Grj la parallèle en G à OY; 

X, Ç les coordonnées de m par rapport à G^r, GÇ. 

On a 

X = Xi -+- X sina — Ç cosa, 

et, pour le moment résultant, par rapport à Gy), des forces cen- 
trifuges, 

a)*Sm(Xi-i-a:sina -- Çcosa) (Ç sina -+-jccosa) 

o)«sinaa ^ sinaa 

= Sm(x*— C*) = w*(B — A)— -— . 

Il suit de là que les forces centrifuges se réduisent à la 
force centrifuge du centre de gravité et à un couple dont le 

moment est — ^ sm^a (M. 

2 

[I. Réduction des forces centrifuges composées dans le mou- 
vement gyratoire relatif d^ un solide de rés^olution autour de 
son axe Ox^ par rapport à un système invariable (S). — 
Comme les forces centrifuges composées des molécules ne 
dépendent que de la rotation instantanée u de (S) et de la 
rotation relative n du solide autour de son axe Ox, on peut 
supposer que la droite Ow, qui représente la rotation w, 
parte d'un point quelconque de 0^. 

Le sens positif des rotations sera de la gauche vers la droite, 
en se couchant suivant les axes en ayant les pieds en 0. L'axe 
coordonné 0^ sera compris dans le plan de Ow et de Ox, et 



(*) Il est facile de s'assurer que, quand G^ est parallèle à OY, les forces 
centrifuges se réduisent simplement à celle du centre de gravite, où la masse 
serait concentrée. 



2^2 DEUXIÈME PARTIE. — CHAPITRE VIII. 



a désignera Tangle formé par Ow avec 0^. Comme les compo- 
santes suivant Ox, 0^, O^ de la vitesse relative du point m 
ou (a:, /, z) sont 

celks de la force centrifuge composée de m seront 

X= imoi sïaaYy= — ^tnnaQÏna.nz, 
Y— 2wu)C0saVz= 2/710) cosa.«j^, 
Z = — 2/na> cosa Vy = — 2/7i(i> cosa./zz, 



d'où 



2:X = o, 2Y=o, SZ = o, 



et les forces centrifuges composées, comme on pouvait le 
prévoir par la symétrie, se réduisent à un couple dont nou& 
allons maintenant déterminer le moment 3îl. 
Nous avons 

ty\La:= 2(Z7 -- Yz) = 2(1) cosa. nii m (zjr —jrz) = o, 

31Ly= 2(X3— Zx) = 2a)/ïS/n(— 2*8infll — ^jccosa) — — Ato/zsina, 

OÏLz = S(Yj: — Xj) = 2U)C08a.«21/w(^x — z/) = o. 

Le moment du couple est donc — Aw/isina et son axe 
est 0/. 

109. Influence de la rotation de la Terre sur un solide de 
révolution animé d'un mouvement de rotation relative n au- 
tour de son axe Gx et dont le centre de gravité G est fixe 
{Gyroscope terrestre de Foucault). — Soient 

GN la parallèle en G à Taxe de la Terre dirigée vers le pôle 

boréal; 
co la rotation diurne dont le sens positif sera de la droite vers 

la gauche et dont on négligera le carré ; 
0rangle.2?GN. 

L'axe Gy), perpendiculaire à 0^, est compris dans le 
plan NGo: et Gyj, r, s ont les mêmes significations qu'au n<» 99. 

Nous supposerons, comme dans les expériences de Fou- 
cault, que Taxe 0^ part du repos ou que /*o ^=:: o, ^o = o. 
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D'après une des équations d'Euler, la rotation absolue au- 
tour de Gx est constante, ou 

(1) /2 -h U)C0S6 = «oH- WCOSÔq. 

L'équation de la force vive dans le mouvement relatif donne 

A/i'H-B(r2-H jî) — A/îJ = o, 

0U9 en remplaçant n par sa valeur déduite de (i), 

(2) B(r*-i-.î*) = 2Aa>/2o(c086 — cos8o). 

La rotation absolue suivant GÇ étant ^H-wsinô, on a, en 
appliquant à GN le théorème des moments des quantités de 
mouvement, 

A (/2 -^ Cl) ces 6) ces ô -+- B (^ -h w sin 6) sin = A (/îo -H w CCS 60) -H B o) sin* 60 , 
ou, en éliminant n au moyen de l'équation (i), 
B(^-l-a)siaô)8inô = A(/2o4-a) cosôo) (cos6o— cos6) -4-Ba)sin*6o, 
OU encore, en négligeant w devant Hq, 

A /2n 

(3) s = - . \ (cos6o— 0086). 

Posons 

, Aa)/îo 

• • / — • 



et portons sur G^ la longueur G0 = /, l'équation (2) prend 
la forme 

(2') B(r«-+-^2) = 2Mg'/(cos8 — 00360). 

Les équations (3) et (2') sont celles du mouvement d'un so- 
lide pesant autour d'un point Qxe G, en supposant que soit 
son centre de gravité et que GN soit la direction de la pesan- 
teur. 
Supposons que Taxe Gx soit assujetti à rester dans un 

plan : soient GK la projection de GN sur ce plan; a, 9 les 

angles NGK, ^rGK; on a évidemment -^ = r^ 4- s^ ; l'équa- 

I. 18 
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lion (2) delà force vive qui continue à s'appliquer dans le cas 



actuel devient 



B^ = 24w/io(cos6 — cosôo); 



mais Tangle trièdre formé par GN, G^, GK donne 

cos6 = cos^cosa; 
on a donc enfin 

B-^Y = *2Aa)/ioCOSa(cos9 — C08ço)> 

équation du mouvement pendulaire de a? de part et d'autre 
deOK. 
La durée d'une oscillation de petite amplitude est 



=^v/ 



B 



2Aa)/2oCOSa 



Si le plan est le méridien, GK se confond avec GN. 

Si le plan est horizontal, GK est la méridienne, et a la la- 
titude du lieu; les oscillations de Gx auront lieu de part et 
d'autre de la méridienne avec laquelle G a? finira par coïncider 
lorsque ces oscillations auront été détruites. On aura ainsi un 
moyen de déterminer la méridienne; l'appareil est ce qu'on 
peut appeler une boussole gyroscopique. . 

Le second lemme du numéro précédent conduit immédiate- 
ment à la théorie du gyroscope; en effet, la rotation relative 
du solide se composera de /i© et de rotations de Tordre de ck), 
qui donneront lieu à des forces centrifuges composées de 
l'ordre de w' et, par conséquent, négligeables. Eu égard au 
sens positif convenu pour les moments, le mouvement relatif 
du corps sera déterminé par le couple Aw/ioSin0, ce qu'il 
suffit d'établir. 

110. Pendule gyroscopique de M, Sire, — Soient {fig* 47) 
O^un axe vertical autour duquel peut tourner un plateau 
horizontal; C un couteau perpendiculaire au plan zOxy sup- 
porté par un bâti fixé au plateau. 

Le couteau fait corps avec une chape très légère, dont on 
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négligera la masse, qui supporte les pivots de l'axe horizon- 
tal GoXo d'un tore dont le centre de gravité Go se trouve dans 
le plan zOx. 

Fig. 47- 




Soient 

M la masse du tore; 

A son moment d'inertie par rapport à GoXo; 

B son moment d'inertie par rapport à toute perpendiculaire 

en Go à GoXo; 
a la distance de Go à 0^; 
/ la longueur CGo» 

On imprime au tore une rotation «o de la gauche vers la 
droite en se plaçant suivant xpGo et au plateau une rotation 
uniforme w dont le sens positif est de la gauche vers la droite 
en se plaçant suivant ^0. 

Voyons d'abord ce qui se passe immédiatement après 
l'instant initial. En se reportant au n<» 108, les forces centri- 
fuges et centrifuges composées donneront, par rapporta C, le 
moment Mw-aZ-h Aw/io, qui, s'il est positif, fera écarter le 
pendule de la droite vers la gauche, ce qui aura toujours lieu 
si 0) est positif; mais, si co est négatif et si, en valeur absolue, 

An 
il est plus petit que rrr-^j le pendule se rapprochera de 0«, 

c'est-à-dire que les forces centrifuges composées l'emporteront 
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sur les forces centrifuges. Que le pendule se déplace d'un côté 
ou de l'autre de CGq, il s'arrêtera, dans le plan zOa:, sous 
l'action de la pesanteur, puis descendra, etc. Mais les oscilla- 
lions seront rapidement détruites par les résistances passives, 
et le pendule prendra finalement la position pour laquelle le 
poids, les forces centrifuges et centrifuges composées se fe- 
ront équilibre. 

Proposons maintenant de déterminer la loi du mouvement 
de la chape dans le plan >sO^. ^ 

Soient, à l'instant t, 

CGx la position qu'a prise CGo%o; 

n la rotation relative du tore autour de Gx; 

(X l'angle GCGq considéré comme positif s'il se trouve situé à 
droite de CG». 

Transportons la rotation --j- parallèlement à elle-même en 

Go : il en résultera la translation l-r- qui sera la vitesse du 

centre de gravité, et l'accroissement de la force vive du tore 
dans son mouvement relatif par rapport au plateau sera 

mais la rotation absolue du tore autour de son axe est con- 
stante ou n -h (ùSÏaoc=^ rio; par suite, la force vive ci-dessus 
devient 

(B-hM/2)^-^ -f- Aa>(tosina — 2/2o)sina. 

Le travail de la force centrifuge du centre de gravité où la 
masse serait concentrée est 

M — [{a -h /sina)2 — <arî] = M/ — {2a -h /sina) sina. 

Le travail du couple résultant du transport en G des forces 
centrifuges élémentaires a pour expression 

— (B — A) — 1 sin 2 a ûfa = ^^ w* sm' a; 
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enfin celui de la pesanteur est 

L'équation de la force vive dans le mouvement relatif devient 
alors 

-(B-hM/2)^ H (wsina — 2/?o)8ina 

= Ml'^ (.« + /8in«) 8in« + (A-B)a)t8inta _ ^^^^^^^, a 

2 2 . -« 

OU 

(B-f-M/2)^ =(— BH-M/*)to«sin2a 

(0 ( ^' 

2(M/fl5a) -h A/îo)wsina — 4M^/sin*-; 



d'où t en fonction de a par une quadrature. 

En diiférentiant Téquation (i) par rapport au temps, on ob- 
tient 

(B-hM/«)^ = i(— B-+-M/2)w«sin2a 
(2) { ^^ ^ 

(Mlats) -+■ A/2o)w cosa — M^/sina, 



et la valeur de a qui déterminera la position d'équilibre de 

GG dans le plan zOx s'obtiendra en égalant à zéro le second 
membre de cette équation (2). 

Si l'on fait a = o, le second membre de l'équation (2) a pour 
valeur 

ce qui est conforme à ce que nous avons trouvé directement 
pour le mouvement des forces par rapport à C à l'instant ini- 
tial. 
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CHAPITRE IX. 

DU CHOC DES CORPS ÎOLIJ)ES. 



m. Lorsque deux corps solides naturels ayant pour masses 
M et M', libres ou assujettis à des liaisons, sont en mouve- 
ment et qu'ils viennent à se rencontrer, il se produit un effet 
mécanique qui a reçu le nom de choc. 

Dans la région de leur contact, les corps se déforment 
mutuellement et graduellement et finissent par se séparer, à 
moins qu'ils ne viennent constituer un nouveau solide. 

Comme nous admettrons qu'il n'y a pas de rupture, les 
variations relatives des distances intermoléculaires et, 'par 
suite, des déformations, seront très petites. 

La durée d'un choc est variable avec les circonstances dans 
lesquelles il se produit; mais elle ne paraît pas devoir 
atteindre j^ de seconde. Pendant cette courte durée, les 
molécules peuvent être considérées comme immobiles. 

Cependant, du commencement à la fin du choc, les vitesses 
des molécules ont notablement changé et, en général, en 
grandeur et en direction. 

Ces changements brusques de vitesse sont dus aux forces 
moléculaires développées entre les deux corps dans la ré- 
gion de contact, forces qui peuvent atteindre une grande 
énergie. 

On doit concevoir que la durée du choc se divise en trois 
périodes : 

1° Les corps se dépriment mutuellement et graduellement 
jusqu'au moment où ils atteignent leur plus grande défor- 
mation. 

2° Cette déformation maximum se maintient pendant un 
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temps extrêmement court, infiniment petit si l*on veut. Pen- 
dant ce temps, chacun des corps constitue rigoureusement 
un système invariable et les composantes normales des 
vitesses des points de contact de Tun et l'autre corps sont 
égales. Dans son mouvement relatif par rapport à M', le 
corps M pivote en quelque sorte sur M' avec un glissement 
latéral qui donne lieu à un frottement que nous continuerons 
à négliger. 

3<> A partir de la fin de la seconde période, chacun des 
corps tend à reprendre sa forme primitive de laquelle il 
s'éloigne plus ou moins quand le choc cesse. 

Dans la première période, il se produit un travail molécu- 
laire négatif dû au rapprochement des molécules de M, M' dans 
la région du contact. 

De la deuxième à la fin de la troisième, la détente des res- 
sorts moléculaires restitue une partie du travail perdu dans 
la première. 

112. Évaluation du travail perdu dans la première partie 
du choc, — Soient 

i^o la vitesse d'une molécule m de M ou M' au commencement 

du choc; 
V sa vitesse à la fin de la première période; 

w = i^o — ^ sa vitesse perdue ; 

ml la projection de mvç^ = ç^o sur la direction de v. 

On désignera par N la résultante des réactions normales 
élémentaires de M' sur M, dont le point d'application a reçu 
le nom de point de choc; cette réaction sera normale aux sur- 
faces des deux corps. 

On a _ 

et pour l'ensemble des deux corps 

SmpJ = 2/wp2-4- Z/ww^-f- %I»nivi,v. 

Or (n<> 82), pour M, les quantités de mouvement perdues mw 
font fictivement équilibre à f^dt et, comme à la fin de la 
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première partie du choc, les chemins élémentaires i^dt sont 
compatibles avec les liaisons, la somme de travail des mw 

ou l^mvl.i^dt augmentée du travail de f^dt doit être nulle. 
Comme pour le système des deux corps, les travaux de fNdt, 

— fNdt se détruisent, on a 2imçl.çdl = o; par suite, 
Iniçl^rzlnu^^-hlmw^ ou, en désignant par F Taccroisse- 
ment de la force vive, 

Donc, la force vice perdue par M, M' est égale à la force 
vive due aux vitesses perdues (théorème de Carnot), 

La valeur absolue Si du travail employé à déformer les 
deux corps M, M' est 

113. Demi-accroissement de la force vive après le choc, — 
Soient v^ la vitesse de la molécule m après le choc; Sjle tra- 
vail moléculaire restitué dans la troisième période ; on a 

Avant de discuter celte équation, nous allons considérer 
les deux cas extrêmes suivants qui, envisagés chacun à un 
point absolu, n'ont qu'un caractère hypothétique. 

1° Les corps choquants sont complètement dénués d'élasti- 
cité. — C'est à peu près le cas de deux masses de plomb, 
d'argile humectée, etc. Ici, le choc s'arrête à la fin de la pre- 
mière période et Ton a 

2® Les corps sont parfaitement élastiques, — Les corps 
reviennent exactement à leur forme primitive après le choc, 
ce qui se rapproche du cas de deux billes d'ivoire, d'une bille 
et d'une table de marbre. Le travail moléculaire développé 
dans le choc étant nul, on a 

Revenons maintenant à la réalité, ou à deux corps semi- 



DU CHOC DES CORPS SOLIDES. 28 1 

élastiques. 11 paraîtrait naturel de poser 

V étant une fraction dépendant de la nature des corps et peut- 
être de leur forme dans les environs de la zone du contact; 
alors on aurait 

en posant ^ = i — v. 

Mais on admet généralement que la perte de force vive est 
proportionnelle à la force vive due aux vitesses perdues après 
le choc, et Ton pose en conséquence 

£ étant un coefficient de même nature que fx. 

Nous reconnaîtrons plus loin que les deux hypothèses que 
nous venons d'énoncer conduisent à des résultati^de la même 
forme lorsque les corps M et M' sont libres. 

114. Du mouvement que prennent deux corps choquants 
libres après le choc, — Considérons d'abord le corps M dont G 
est le centre de gravité. 

Soient 

A le point de choc; 

AX la direction de N, et AY, AZ deux axes rectangulaires 

perpendiculaires à AX ; 
Xi, Yi, Zi les coordonnées du centre de gravité G; 
G^, Gj, Gz les parallèles en G à AX, A Y, AZ. 

Soient de plus, à l'instant où le choc finit, 

V la vitesse de G; 

W la vitesse de A estimée suivant AX ; 
n, py q les composantes suivant G^, G/, Gs de la rotation 
instantanée &> autour de 0. 

Reportons-nous un instant au n** 91; nous avons 

P _ M 4/" p _ M d/ p _ M <)/ 

1 on "^ 2. dp 7, oq 
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L'indice o caractérisera les éléments qui se rapportent au 
commencement du choc. 

La vitesse du centre de gravité G estimée dans le plan YAZ 
restant contraire en grandeur et en direction pendant la 
durée du choc n'intervient pas dans ces équations du mouve- 
ment, et Ton peut en faire abstraction, ce qui revient à con- 
sidérer Vo et V comme étant parallèles à AX. 

Nous avons 

et pour le mouvement de G 

(2) M(V~Vo) = /Nrf^ 

Les équations du mouvement de M autour de son centre de 
gravité sont, en ayant égard à la valeur (2) de f^dt, 

2 dn 2 dftQ 

i M <>/(", •••) _£ M *^-^^"" • • -^ =-Z./N<ff =- MZ,(V - y»), 

2 dp 2 Opo 

l^ dfin ) ___ i^ dfiNo,.,,) ^ Y jNrf/ = MYi(V- Vo), 
d'où 

En posant 

(3) «-//o=a(V--Vo), i?-/?o=P(V-Vo), ^-^0= ï(V-Vo), 

on aura, pour déterminer a, (3, y, les équations du premier 
degré 

(4) ^ -o, ^ --2Z1, ^ -2Y,. 

Si l'on ajoute les équations (4) multipliées respectivement 
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par a, (3, y et, si Ton remarque que le premier membre de 
Téqualion obtenue est égal à 2/(«, p, y), on obtient 

et, comme par sa nature la fonction /(a, [3, y) est essentielle- 
ment positive, la quantité 

(5) X = i-H/(a,p,Y) = i~pZi-HYYi 

sera au moins égale à l'unité. 

D'après le théorème de Kœnig, Taccroissement de la force 
vive après le choc est 

F = M[v«-vî+/(«,...)~/(/7o, ...)]; 

or 

/K />,'?)= /[«(V-Vo)-t-«o,P(V-Vo)4-i?o,ï(V~Vo)-i-^o] 
= /[a(V-Vo),P(V-Vo),Y(V-Vo)] 

, ^/[«(V-Vo), P(V-Vo), ï(V-Vo)] , 

par suite 

- (v-v.)./(«,P.ï)+(v-v.)[«,^-=^:<^ ^.p/j;^ +,/j:^] 

ou, vu (4), 

/(/^ ...)-/('*o. ..) = (X ~ i) (V - Vo)*-4- 2(V- Vo)(-/>oZi-t-^oY,), 

OU encore, vu (i), 

/(«, ...)-/(«o, ...) = (^ -i)(V-Vo)î+2(Wo-Vo)(V-Vo). 
On a donc 

(6) F = M(V-Vo)[X(V-Vo)-h2Wo]. 

La force vive G, due aux vitesses perdues après le choc est 
égale à la somme des forces semblables du centre de gravité 
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OÙ la masse serait concentrée et du corps dans son mouve- 
ment relatif par rapport à ce centre (*); par suite, 

G = M(V-Vo)« + M/[(//-/io), ...] 
= M(V-VJ)+M(V-Vo)«/(a, ...) 
ou 

(7) G=MA(V-Vo)'. 

Considérons maintenant Tensemble de M, M'. Pour le second 
corps, on accentuera les lettres qui se rapportent au premier ; 
mais, N devant être changé de signe dans Téquation (i), on a 

M'(V'-Vi)=-/Nrf^ 
d'où, par addition avec Téquation précitée, 

(8) M( V - Vo) ^- M'( V— V'o) = o. 

Si Ton exprime que F -h F'= — £(G -h G'), on trouve 

M(V~Vo)[X(V-Vo) + 2Wo] + M'(r-Vi)[X'(V'-Vi)-i-2Wi] 
= -£[MX(V — Vo)*-+-M'X'(V'— Vi)«], 

ou, en éliminant M'( V— Vq) au moyen de (8) et supprimant 
le facteur M(V — Vo), 

X(V~Vo) + 2Wo-[X'(V'-Vi)-+-2Wi] 
= -e[X(V-Vo)-X'(V'-Vi)]. 

On déduit de cette équation et de Téquation (8) 

K9) ^^- ?h-£)(M'Xh-MX')' ^ ^«""(n-eXM'X-hMX')* 



( ' ) Soient en général U la vitesse du centra de gravité, u la vitesse relative 
de m ; la force vive due aux vitesses perdues est 

et, comme I,mu^^= o, ^u^= o, on arrive au théorème invoqué. 
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L'équalion (i) donne, en ayant égard à (3), 

W-Wo = V-Vo-(jD-jOo)Zi-^(g-ço)Yi 

= (V-VO[i-pZiH-YYi] = X(V-Vo), 

elTon a une équation semblable pour M'; et, par Télimination 
de V — Vo, V— \'q au moyen de (9), on obtient 

_ 2XM-(W;~Wo) 

~ (i-he)(M'XH-MV)"^ '' 

^'""^ W- 2VM(Wo-W-o) 

^ - (i-f-e)(M'X-+-MX') ^^' 

La moitié de la perte de force vive après le choc ou le tra- 
vail perdu qui a été employé à déformer les corps est 

e= ^^^-^^'^ = i[MX(v -Vo)«-f-M'V(V'— v;)2], 

ou, vu (9), 

^ aeMM'(W'„-W.)' 
'■ '' (n-s)«(M'X + MX)" 

Dans le cas des corps mous d'élasticité ou de £ = i , on a 

, ,, V ., M'(W;-Wo) M(Wo-W^} 

(9) v-v,- j£,x + MX' ' " —"0- M'X-hMX' ' 

(,o; w - w - M'X + MX' ' 

("> ^=ï M'X+MX' 

La formule (lo') montre qu'au point de choc les vitesses 
sont égales, ce qui devait être. La formule (ii') s'applique à 
la première partie du choc de corps quelconques. 

Si les corps sont parfaitement élastiques ou si e = o, on a 

(9) V-Vo= M'X+MX ' ^-"^0= M'X + MX ' 

( ^_ 2(XM'W'o + X'MWo) ^ 
\ ^ M'X+MX ^^ 

^'"^ 1 „„ _ a(XM'W'. + X'MWo) ^, 
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On remarquera que : i° vu (lo'), le terme commun à W, 
W est le double de la vitesse au point de choc à Tinstant de 
la plus grande compression; 2« W'o — Wo=W-— W, c'est- 
à-dire que les vitesses relatives au point de choc sont égales 
et de sens contraire après le choc. 

Voyons maintenant à quelles conséquences conduirait la 
première hypothèse que nous avons faite au n*» 113 sur la perte 
de force vive après le choc. Nous avons, en nous reportant aux 
formules (6) et (ii'), 

M(V - Vo)[ X (V - Vo) -h 2 Wo] 

Si Ton élimine M'(V' — Vi) au moyen de (8), on obtient 
(V-Vo)[(V-Vo)H-2Wo-V(V'-Vi)~2W;] 

~ ^^ M'X + MV ' 

ou, en multipliant par M' et remplaçant M'(V'— V'o) par sa 
valeur déduite de (8), 



(V-Vo)[(V-Vo)(M'X-4-xMX')-f-2M'(Wo--W'o)] 
(W;>-Wo)« 

M'X-+-MX' ' 



^,^M-»(^o-^->V 



d'où 

^ -, M'(W'o-Wo)/ / X 

valeur qui s'accorde avec la première des valeurs (9) en posant 



(i + e)» 



Dans le cas de £ = 0,101 qu'on rencontrera plus loin, on 
aurait [jl=:o,333. 

Peu importe donc Tune ou Tautre hypothèse puisqu'on n'a 
qu'un coefficient à déterminer par l'expérience. 

115. Choc direct de deux corps libres. — On dit que Je choc 
est direct, quand la normale au point de choc passe par les 
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centres de gravité des deux corps ; alors on a 

o = Y, = Zi = Y'i = z;, I = X = X', 
et, par suite, ce qui est visible a priori^ 

W = V, Wo=Vo, W' = r, W'o=V'o 
et 

(. V v^_ 2MXV-0-V0) V .v_ ^M(Vo.^V-o) 

^^ ^<> (i4_e)(M-hM')' ^o-(j^g)(j^^^,)' 

^^^ ^-(H-e)«(M-+-M')' 

On arrive rapidement à ces équations en partant de celles-ci, 
qui sont évidentes, 

M( V - Vo) -^ M'( r - V'o ) = o, 

M(V«-VÎ) + M'(V'«— V;«)= — £[M(V — Vo)«-f-M'(r-Vi)«]. 

Nous allons faire quelques applications des formules (i) et (2). 

I** Corps parfaitement élastiques. — Supposons que M' soit 
en repos à l'instant du choc; nous avons 

(M -MO „, 2MV0 

V = Vo— r;^ TTr-y V = 



M + M' ' M H- M' 

M' 

Si le rapport tj-=- est très grand, nous avons à peu près 

V = — Vo, V'=o. Ce qui peut expliquer, jusqu'à un certain 
point, ce qui se passe dans le battage des semelles ; la masse 
M' du galet est bien supérieure à celle M du marteau et c'est 
pourquoi l'ouvrier n'éprouve pas d'impression sensible sur 
les genoux. 

Considérons maintenant le choc d'une bille contre une 
bande de billard; les vitesses Vo, V sont nécessairement 
comprises dans un même plan normal à la bande ; l'équation 
des forces vives conduit à Vo=V. L'accroissement de la 
quantité de mouvement, en projection sur la bande étant 
nul, on conclut que l'angle d'incidence est égal à l'angle de 
réflexion. Les choses ne se passent pas exactement ainsi. 
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parce que la bande et la bille ne sont pas parfaitement élas- 
tiques et parce qu'il se développe au contact un frottement 
dont on a fait abstraction. 

2° Corps semi-élastiques, — Considérons une bille M tom- 
bant verticalement, sans vitesse initiale, de la hauteur H sur 
une table de marbre M'; après le choc, elle s'élèvera à une 
hauteur H' < H. 

M' 

Le rapport -p- étant très grand, V doit êlre considéré comme 

nul et, en désignant par P le poids de la bille, la formule (2) 

donne 

2e P ,,, 4e 



eE = 



et Ton a 



d'où 



(i + O'é' ° + 0' • 



5! = — 4s 



H (i-h e)2 

H' 2 
Coriolis a obtenu expérimentalement r^r=-y ce qui corres- 

pond à £ 1=0,101. 
3° Corps non élastiques. — Les équations (i) donnent 

MVo-4-M'V; 



V = V' = 



M -h M' 



ce qu'on aurait pu écrire immédiatement. 
Si M' est en repos à l'instant du choc, on a 

M + M' 1 ' 

expression dans laquelle représente le travail dépensé 

pour communiquer à M la vitesse Vo. Selon que Je rapport 

M M' 

rr7 est très grand ou très petit, la fraction vjtt — ^rp est petite, 

OU voisine de l'unité. C'est ce qui explique pourquoi, pour 
enfoncer une pointe M', il convient d'employer un fort mar- 
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teau M, car autrement presque tout le travail dépensé serait 
employé à plier la pointe, et non à renfoncer. 

Un pieu est une pièce de bois cylindrique dont une extré- 
mité est terminée par une pointe durcie au feu ou est coiffée 
d'un sabot en fer ou en fonte. On enfonce verticalement un 
pieu dans le sol en laissant tomber sur sa tète une masse pe- 
sante appelée mouton. Soient Pi=iM^, P'=M'^ les poids 
du mouton et du pieu; H la hauteur de chute du mouton. 
On a 

Vo = /^, V'o = o et 6=~I_PH. 



Pour dépenser un même travail PH, il convient de prendre 
P très grand (en pratique P varie entre 2oo^e et looo'^s) pour 
réduire S. 

Nous allons maintenant donner un aperçu sur la durée du 
choc de deux corps non élastiques. Soient 

P=i=M^, P' = M'^ les poids de deux cylindres se choquant 

sur leurs bases suivant leur axe commun; 
Vo> VJ> leurs vitesses à Tinstant où le choc commence; 
9 Teffort moyen développé au contact pendant la durée B du 

choc; 
<5, ô' les dépressions éprouvées par M, M' après le choc. 

On a 

ï MM' I PP' 

et, en prenant approximativement /N dt — 9^, 

M(V - Vo) = - T^, M'( V - V'o) = <pO, 
d'où, par Téliminalion de V, 

^- cp(M-HM')^ ' '^' 
Si l'on élimine 9 au moyen de Téquation (3), on trouve 

V,-Vi 
I. , '9 
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Nous empranterons à Poncelet Texemple suivant : 

Un poids en fonte P=z3oo'4; tombe de la hauteur H = i",5o 

sur un sol argileux ; d est négligeable ; on a observé ô'= o™, 02 ; 

ooa V'o=o, Vo = v^2^H=:5", et la formule précédente donne 

6 =r 0,008. 

116. Choc de deux corps dont Vun M est libre et Vautre M' 
est assujetti à tourner autour d'un axe fixe OZ'. — On pren- 
dra pour origine le pied de la perpendiculaire abaissée de 
G' sur OZ'; OY' sera dirigé suivant OG'. On choisira le sens 
de OX' de manière que la projection de f^dt sur sa direc- 
tion soit positive. 

On devra se reporter, pour les notations et les formules 
relatives à M, au n<> 111. 

Soient 

OG' = l; 

a, by c les coordonnées du point de choc A parallèles à OX', 

OY', OZ'; 
l' le moment de M' par rapport à OZ'; 
a, (3, y les angles de AX ou f^dt avec OX', OY', OZ'; 
Wq, w' les vitesses angulaires de M' autour de OZ' avant et 

après le choc, censées positives de la gauche vers la droite 

en se couchant suivant Z'O. 

On a d'abord, pour M, 

/ F = M(V - Vo) [X(V - Vo) -h 2W0], 
<i) I G=MX(V~V6)», 

( M(V-Vo) = /Nrf^ 

Les moments de — /N dt par rapport à OX', OY', OZ' sont 

ID[L%! = ( c cos p — 6 cos Y ) /N dt, 
OÎCv = («COSY — ccosa)/Nrff, 
SyïLz' = (^C08a — «cosP)/NÉ?f. 

On a, pour le corps M', en prenant les moments par rapport 
àOZ', 

(3) r(to'— (1)',,) = (^cosa — acosP)/Nfl?/, 
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OU, en vertu de la troisième des équations (i), 

(4) r(w'-«i) = (^cosa — acosp)M(V-Vo). 

L'équation de la force vive donne 

M(V - Vo) [X( V - Vo) -+- 2 Wo] H- r(w'î- lo'o») 
= -e[MX(V-Vo)«+I'(a>'-a>i)*L 

ou, en éliminant r(w'— w'^) au moyen de l'équation (4), 

X(r-4-s)(V — Vo)-i-(i-He)(6cosa — flCOsP)a)' 
= — 2W0 — (i — e)(6cosa — â5cosp)«>o, 

et enfin, en éliminant (V — Vq) au moyen de l'équation pré- 
citée, 

(• (i -h s) [Xl'H- M(^ cosa — a ces p)«] w' 

(5) I =[(i-+-e)Xr— (i — e)M(6cosa— acosP)«]a)'o 
( — 2M(b cosa -— a ces P) Wo. 

Proposons-nous maintenant de déterminer les conditions 
qui doivent être remplies pour que les guides de l'axe OZ' ne 
reçoivent pas de percussions (impulsions des pressions). 

Nous avons d'abord, en projection sur OY', OZ', 

ce qui exige que (3 = y = 90% condition que nous suppose- 
rons remplie. Les équations (2) se réduisent alors aux sui- 
vantes 

(2O ailx' = o, aiLr, = — c /N rf/, 2(ÏLz'=^bf}^dL 
En projetant sur OX', on a 

(6) M7(a>'— (oi) = /Nfl?^ 

OU, en éliminant l'impulsion au moyen de l'équation (3), 

(7) r=M76, 

ce qui exprime que le point de choc doit se trouver dans le 
plan parallèle à X'OZ' passant par le centre d'oscillation 
de M'. La vitesse du point m de M', dont les coordonnées sont 
^y ff ^y due à la rotation w', ayant pour composantes w'^r, 
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— (ù'y suivant OY', OX', on a 

OU, vu (2') et (3) pour l'éliminatioa de l'impulsion, 

Y»mxz = o, 
b'Lmxz 



c = 



I' 



Donc, pour que la direction de Vo passe par le centre d'os- 
cillation (appelé ici centre de percussion) ou que c soit nul, 
il faut que OZ' soit un axe principal d'inertie. 

En y faisant a =: o, (3 =: y = 90% les équations ( 4 ) et ( 5 ) 
donnent 

(4') r(w'-a)i) = M^»(V-Vo), 

(D ) O) — Wo = 



(i-He)(Xr-4-MA«) 



Supposons que les corps soient dénués d'élasticité, que la 
normale au point de choc passe par le centre de gravité de M, 
et que a)o=o, on a e = i, X = i, Wq^Vo et les deux équations 
précédentes donnent 

117. Pendule balistique ou de Robins. — Cet appareil, qui a 
pour objet de mesurer les vitesses initiales des gros projectiles, 
consiste en une enveloppe tronconique en fonte, dont la 
petite base est remplacée par une calotte sphérique. L'enve- 
loppe est reliée, par des tringles, à un axe fixe horizontal 
perpendiculaire à son axe de figure. Elle renferme du sable 
maintenu par une feuille de plomb qui ferme l'ouverture de 
la grande base. Un index, fixé à la partie inférieure de l'en- 
veloppe, peut circuler dans une rainure circulaire, graduée 
en degrés et en secondes, et qui renferme de la cire ou du 
sable fin. Lorsqu'un projectile a frappé la masse suivant 
son axe de figure, l'index décrit un arc qu'on constate et qui 
permet d'évaluer la vitesse initiale. Le poids du projectile est 
négligeable devant celui du pendule. 
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Soient 

P=:M^, P'=M-^ les poids du projectile et du pendule; 
/ la distance du centre de gravité G' de M' à Taxe de rotation ; 
r le moment d'inertie de M' par rapport à cet axe, qu'on dé- 
termine expérimentalement; 
b la distance du point de choc à l'axe. 

Il est inutile d'avoir recours aux formules du numéro pré- 
cédent dont nous nous bornerons à conserver les notations; 
car, en prenant les moments des quantités de mouvement 
par rapport à Taxe fixe, on voit immédiatement que 



p 




I'(o'--V„6, d'où 




S 




(0 


S 1 



Si Ton suit le mouvement du pendule après le choc, on a, 
en désignant par w la vitesse angulaire du pendule correspon- 
dant à l'écart angulaire de B, 

L (0)2— iù'Y = — P7(i — COS0). 

La rotation w s'annule pour l'écart maximum observé = a, 
par suite 

, /F/ . a 



O) 



et, en éliminant w' au moyen de l'équation (i), 

Vo=|f V'Fnsin-, 
formule dans laquelle on peut faire sans inconvénient 6 = /. 

118. Du recul dans les armes à feu. — S'il s'agit d'une pièce 
d'artillerie, on supposera que l'axe de la bouche à feu est 
horizontal. Soient 

P, p les poids de la. pièce et du projectile; 

V la vitesse du projectile à sa sortie de l'âme; 

V la vitesse de recul en valeur absolue; 
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q le poids et wla vitesse d'une particule de la charge; 
p' le poids de la charge. 

On a 

8 ^g 8 

La vitesse w est inconnue, mais ses valeurs extrêmes 

peuvent être considérées comme étant v et —V; et, comme en 

p' I 

général le rapport -^ ne dépasse pas -^> on peut sans grande 

v — Y 
erreur prendre w^ et la formule précédente donne 

P' P' 

V = ç = — - — V, 

Le fusil pendule sert à évaluer la vitesse initiale d'une 
balle; il est suspendu à un axe fixe par des tringles aboutis- 
sant à la crosse et au canon, de manière que le canon soit 
horizontal. 

Soient 

V le moment d'inertie du fusil par rapport à l'axe; 
\> la vitesse de la balle à la sortie de l'arme ; 
w' la vitesse angulaire correspondante du fusil; 
Py p' les poids du projectile et de la charge. 

On peut écrire 



Ia)' = 



La valeur de w' se déduira de l'écart angulaire maximum 
du fusil comme pour le pendule de Robins et la formule pré- 
cédente fera connaître la vitesse initiale <^. 



>»««• 




APPENDICE. 

ASIATIQUE. 



I. On désigne ainsi une branche secondaire de la Statique 
des solides qui est, en quelque sorte, la théorie de l'équilibre 
indifférent. 

On dit qu'un solide est en équilibre asiatique lorsque les 
forces de directions invariables dans l'espace appliquées en 
des points définis du solide se font équilibre quelle que soit 
la position du solide. 

Soient O un point du solide choisi arbitrairement; j?, Oj, 
0^ trois axes rectangulaires de directions fixes dans l'espace 
auxquelles on rapportera les forces F, F', F", . . . , F^, ... appli- 
quées aux points (^^/S z^) du solide. 

Le transfert de la position actuelle du solide à une autre 
position s'effectuera par une translation rectiligne 00' et par 
une rotation autour de 0'; mais la translation ne modifie en 
rien les conditions d'équilibre ordinaire; il n'y a donc à con- 
sidérer qu'un déplacement gyratoire du solide autour dtî 0, de 
manière à amener en {Ox'y y', z') le système (Oic, /, ^) 
considéré d'abord comme fixe dans le corps. 

Le système (FO est équivalent aux systèmes (X'), (Y0> 
(Z*) ayant les mêmes points d'application et parallèles à Ox^ 
Oj, 0^. 

Pour que (F^ soit en équilibre astatique, il faut et il suffit 
qu'il en soit de même de chacun des groupes (X'), (Y')> 
(Z*), et, d'après le n*» 49, on devra avoir 

SX = o, SX^ = o, SXj = o, 2X2 = 0, 

SY=o, , , , 

SZ =0, , , 
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Il faut donc que les F' satisfassent à douze conditions pour 
qu'il y ait équilibre astatique. 

Si ces conditions ne sont pas remplies, on peut se proposer 
de déterminer un système de forces équivalant à (F'), mais 
plus simple, qui, changé de sens, ferait équilibre astatique à 
(FO. 

IL La résultante de translation iX -t- 2 Y 4- 2Z n'est pas 
nulle. 

Introduisons la force — R pour rétablir l'équilibre de trans- 
lation et prenons Oz parallèle à R, Nous avons 

SX = o, 2Y = o, 2Z = R. 

Nous poserons 

Soient OU une droite faisant les angles a, p, y avec Ox^ 
0/, 0^; (^i,7i,^i) le centre des forces F' estimées parallèle- 
ment à OU; on a 

S(Xcosa -h Ycosj3-HZcosY).r 

X\ — =r 

RcosY 
ou 

A^COSa + BarC08B -i- GajCOSY ,, 

a'i =: = *- ^ et do même 

Rcosy 

,. , Aycosa -hBjtCOsP H-CyCOSY 

^') ^ ^' = v:^ — " — ' 

Aj cosa + Bj cos P + Cî cosY 
R COSY 

cos ^ cos 3 

Si Ton élimine ? entre ces trois équations, on ob- 

cosy cos y ^ 

tient une relation linéaire entre x^y Vi, z^. 

Donc les centres des forces parallèles pour toutes les posi- 
tions de OU sont situés dans un plan dit central, et, comme ces 
centres sont fixes dans le corps, quelle que soit sa position, il 
en est de même du plan central. 
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En plaçant Torigine au centre des forces parallèles à R, on 
doit avoir o = ^, = ji = ^j pour 90** n= a =r (3, y == o, par suite 
les.C sont nuls. 

Faisons tourner le corps autour de 0, de manière que le 

plan central coïncide avec ^0/; on doit avoir z^^=o, quels 

. , cosa cosô 

que soient .• -y par suite 

^ cosy cosy '^ 

o = Aa= B^. 
Soient, dans le plan central, deux axes fixes rectangu- 
laires x\ Oy" définis par Q = x''0 x ; faisons tourner le corps 
autour de 0^ de — 9, de manière à amener les axes Oo?, 
0/ fixes dans le corps en Ox\ 0/'; on a ^'= Xy y' zizLy^ 

x" =^ X coscp -\-x sincp, y = — X sincp +j^coscp, 
X''=Xcose -4-Ysine, ¥'' = — Xsine+ eosô; 
d'où 

SXy-H 2^0;^= (Bjr — Ax)sin(e -+- cp) -H (Ay-h B^:) cos(e h- cp), 
SXy — S Y'^^ (A;rH- By ) 8in(6 — q) -h (Ay - B;r) cos(0 - <p). 

On peut déterminer -4- 9, — 9, de manière à annuler ces 
deux expressions, et alors 

Prenons maintenant pour axes fixes 0^^', Oy" en supprimant 
les accents; nous avons 

*0 = Ay = Dx* 

Il ne reste plus alors que les constantes A^;, By, R. 

La position actuelle du corps est dite réduite, et les nou- 
veaux axes Oxy Oy sont les lignes centrales; les plans zOx^ 
zOy sont les sections centrales. Comme 31l/a.= 2(Z/ — Y5), 
ail.y:rr2(Xs — Z7), STl/^r^ 2 ( Y^ — Xj) sout indépendants 
de Aar, By, ils sont nuls. Si Ton fait tourner le corps de i8o*» 
autour de Ox, x, par suite A^? ne fait que changer de signe, 
et Ton a toujours OTl/ = o. 

Il en est encore de même si Ton fait tourner de la même 
manière le corps autour de Oy, 0^. Nous avons donc déjà 
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quatre positions pour lesquelles les forces F'' se réduisent à 
une résultante. 
Cherchons à voir s'il n'existe pas d'autres positions pour 

lesquelles les forces se réduisent à une seule, qui, d'après ce 

A B 

qu'on sait, sera parallèle à R. Comme, dans ce qui suit, -r^y -~ 

jouent seuls un rôle, on prendra, pour simplifier, R = i. 
Soient 

Oa;'yz' une position quelconque du corps; 
OA l'intersection de ^Oy, x'0'y'\ 

(pi=AO^, ^ = x'0\yQ — z'Oz; 

X', Y', Z' les composantes de F suivant Ox'y Oj', Oz'; 

311/ le moment des F' par rapport à dans la position x' f z'. 

On a 

X'= X( cosçcos'^ — sinçp sin<|/cos6) 

-h Y( sincp co8<^H-cos«p8iinl^co86)-t-Zsin<J/sin6, 

(2) { Y' = — X( coscpsin'l^ H- sin cpcos<l^cos6) 

-h Y(— sin <p sin «J; -h coscp cos<^ cosô) -h Z costj' sin6, 

Z' = X sin^ sin6 — Y cos<p sinô -+- Z cosô. 

On déduit de là, en se rappelant que les C sont nuls, que 
o = Ay=Ba: = Aa=r: B^, o = 2X = 2Y, 1 = 2/, et supprimant, 
pour simplifier l'écriture des indices de A^?, B^, 

I Rar' = sin 4^ sinô, 
Rj,' = co8<^sinô, 
Rj8' = cosÔ, 

m^'^^I.{Z'y —Tz) =— BcoscpsinÔ, 

(4) 



2f\L'y = I,{X'z — rx) = - A sin cp sinô, 



DTL'^, = S(Y'a: — X'x) = — A(co8cp sin «^ -h sin cp cos<^ cosô) 

-— B(sin<pco8<^-4-cosçsin<^ cosô). 

Supposons que la position (S') soit telle que les forces aient 
une résultante unique. La condition 
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devient 

(5) 
ou 



— A(cos<p sin ^ cos6 -h sin cp cos^') 

— B(sin cp cos^^ COS0 -h cosç sin 4^) = o 



(Atangtj^ ^-Blang^p)cos6 +.Atang(p + Btang»}' = o. 

On peut se donner arbitrairement 9 et 9, et 4^ sera déterminé. 

Il y a donc une infinité de positions du corps pour les- 
quelles les forces F' ont une résultante unique. 

Soient x> ^n, K les coordonnées parallèles à Oo?', Oy', 0-s' 
d'un point quelconque de la résultante unique. Les équations 
DTL'jc'= Ra'Y] — Ry'Ç, OTLy z= R^'Ç — R^.;^ de la direction de cette 
résultante deviennent 

( — Bcostpsinô = 7) cos6 — Çcos<^sine, 
( — Asin<p sinô = Çsin^j^ sin6 — x^^^sO. 

Considérons la trace b' de la direction de la résultante unique 
sur le plan z' Oy ; on a, pour x = <^> 

(7) . ^Asin? 

et 

A / 1 • in • I \ sin6 

73 cos6 = — (A 810^6084» -+- Bcostp sirnJ'^-r-T; 

mais (5) donne 

(5') — (Asincpcos«^H-Bcos<psiin^) = (Acoscpsin4^-HB8in(pcos'J^)cos6^ 

par suite 

(8) 73 = (Aco8(psiin]'-i- Bsin(pcos<]')-r— r* 

De l'équation (5') on tire 

^ AsiiKPCOS'p 4-B coscpsind' 

cosO = - - ■ • 

A cosf sin^/ -h B sincp cos«j^ 

Si, dans sin*0 = i — cos*0, on réduit au même dénominateur, 
qu'on remplace au numérateur les cosinus carrés en fonction 
des sinus carrés, on trouve 

oln^e^ (A«-B»)(sin»4^-8in«cp) 
( A coscp sin 4^ H- B sinç cos^J')* 
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En égalant celte valeur à celle qu'on déduit de (8), on ob- 
tient 

7j«8in*4' = f A*— B*)(sin*4' — sin'çp). 

Si Ton élimine sinç au moyen de (7), on trouve la relation 
suivante entre les coordonnées Ç, yî du point b' 

On trouverait de même, pour Tinterseclion a' de la résultante 
unique avec le plan Z'0:r', 

Soient by a les positions des points 6', a' du corps dans sa 
position réduite, situées naturellement dans les plans ZO/, 
ZOjc; dans toutes les positions du corps pour lesquelles il y a 
une résultante unique, les lieux de 6, a seront les coniques 
représentées par (9), (lo). En rabattant ZO/ sur ZO^r, Tune 
des coniques est une ellipse, l'autre une hyperbole; les som- 
mets de l'une sont aux foyers de l'autre; en d'autres termes, 
les coniques sont focales. 

Supposons qu'on se donne la droite ab\ pour obtenir la po- 
sition correspondante du corps, il faudra le faire tourner au- 
tour de 0, de manière que ab vienne dans le sens voulu, pa- 
rallèle à 0^. Tel est le véritable sens qu'on doit attribuer au 
théorème de Minding. 

La solution précédente ne comprend pas la position réduite 
et les trois qui en dérivent. Ces quatre dernières solutions 
sont donc singulières. 

III. Réduction des forces lorsque la résultante de transla- 
tion est nulle. 

Trois des conditions d'équilibre sont satisfaites. 
Soient 

0^, O7, Oz trois axes de directions fixes menés par un 

point du corps; 
R une force qu'on applique au point faisant les angles >, ft, 

V avec ces axes; 
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iiy r, ^ les coordonnées du centre 0' des composantes des F* 
parallèles à R du système de R et des F^ 

On a, les A, B, C ne se rapportant évidemment qu'aux F', 

R« = A.r COS X 4- B.r COS fX -h Ca: COS V, 

V = AjrCOsX H-Bjr cosfi -hCy cosv, 
Rh/ = A2 cosX 4- ^z cosv -\- Cz cosv. 

Cherchons à voir si Ton ne peut pas choisir la direction 
(X, /JL, v), de manière que 0' se trouve sur la direction de R. 
En posant /= 00', on a m==/cosX, pz=/cos]ul, fï^^/cosv, 
par suite 

Aa: COSX H- B^ COS fX -H C:r COS V 



{a) 



cosX 

— =R/. 



AyCOsX-h... AsCosX-h 



cosfx cosv 

En éliminant » entre les trois valeurs de R/, on ob- 

cosv cosv 

tient une équation du troisième degré en R/ qui a, au moins, 

une racine réelle. Cette racine étant supposée connue, deux 

des équations (a) feront connaître > — et, par suite, 

^ ^ ^ cosv cosv ^ 

des valeurs réelles pour X, [f.^ v. 

Dirigeons maintenant 0^ suivant R et reportons-nous aux 

équations (i), où (^1,71,^1), (a, (3, y) se rapportent à une 

droite quelconque OU. Comme pour a=z(3=:9o*», y = o, on 

doit avoir x^^zo, ^1=0, z^ = /, il faut que 



0=Ga:=Cy, C-=R/; 



par suite 



Aa:COSa-i- B^cosS 
ReosY 



2l — / = 



_ Ay cosa'-HByCOsp 
~ RcosY 

Azcosa -4- B^cosY 



RcosY 



Transportons le plan œOy parallèlement à lui-même en 0' 
dont on supprimera Taccent, ce qui revient simplement à 
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remplacer Zi— l par z^. On retombe alors sur le premier cas 
examiné, et où la résultante de translation n*est pas nulle. 
En dirigeant Oo:, Oy suivant les lignes principales, on a 
o = A-=Bs= Ayi=Ba: et, d'après ce qu'on a vu plus haut, 
Jll/;c=:o, DTl/y=:o, Dïiz=^Oj par suitc quatre positions d'équi- 
libre. Cherchons s'il n'y en a pas d'autres. 

Faisons d'abord tourner le corps de l'angle 9 autour de 0^, 
de manière à amener xOy en x'Oy'. On a 

X'= Xcoscp — Ysincp, Y'= Ycoscp 4-Xsin<p; 
d'où 

pour que Olti soit nul, il faut que 

(9) Bj.= — Aj;. 

Nous supposerons cette condition remplie, et le corps pourra 
occuper une position quelconque autour de Oz. 

Soit Ox'y'z^ une position du corps définie par 0, 9, ij>; on 
déduit des formules (2) 

l2fïL'^.' = — sin6C Bjr cos cp -4- G^ cos «J^ ) 

= — Sin6( — AarCOS<p -HCaCOS^p), 

M^'y = sin 6 ( Cz sin 4^ — A.r sin <p'), 

UïU;^. = — Aar(cos(p sin 4^ -H sin <p cost]' cos6) 
— Bjr(sin<p cost}^ -t- coscp sin 4^0086) 
= Aa:(8incpcos4^ — coscpsiii4')(i — cosô). 

Il s'agit maintenant d'exprimer que 3fïU'=z o. La solution 6=0 

doit être écartée, puisqu'elle est satisfaite par (9). 

Si Ax n'est pas nul, la troisième équation (10) donne ^ = (p, 

et les deux autres 

Cz = Â.X = — By. 

Pour une position déterminée du plan x'Oy, c'est-à-dire pour 
et 9 donnés, il n'y aura qu'une position correspondante 
{Ox'yz') d'équilibre du solide. Il y aura donc une infinité 
de positions d'équilibre et une infinité d'autres qui ne le sont 
pas. 
Pour qu'il y ait équilibre, quels que soient 9, ^ et ^, vu la 



<io) 
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troisième équation (lo), il faut que Aa-^^ o =— By et vu les 
deux autres 0^=0, ce qui devait être. 

Solide assujetti à tourner autour d'un axe fixe Ox, — Si 
Ton fait tourner le corps de Tangle 9 autour de Oxy on a 

^!p= S[(Zcos<p— - Ysincp)^ — (Ycoscp -i-Zsincp)^] 
= cos<;p(Cy — B^) — (By-f- Cz) sin^p. 

Pour 

Cy B2 



il y aura équilibre; d'où deux positions d'équations diamé- 
trales (<p, 9 H-i8o°). 
Pour réquilibre astatique (quel que soit 9), il faut que 

Cy = B^, By = — C^. 

Solide mobile autour d'un point fi^e 0. — En introduisant 
la réaction du point fixe parmi les forces extérieures, elle ne 
donnera aucun terme dans les A, B, C, et Ton rentre dans le 
cas d'un corps libre lorsque la résultante de translation est 
nulle. 
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